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Lehrerblatt

Sachanalyse:

[image: ]Jedes handelbare Produkt hat eine so genannte globale Artikelnummer GTIN (Global Trade Item Number). Dies ist die aktuelle Bezeichnung für die bis 2005 gebräuchliche EAN (European Article Number).
Die GTIN ist auf dem Produkt bzw. dessen Etikett in Ziffernform und auch in einem so genannten Barcode („Balkencode“) abgedruckt, vgl. roter Kreis im Bild rechts.
Der Barcode kann von einem Scanner an der Supermarkt-Kasse eingelesen werden und dann wird der im Supermarkt-System eingespeicherte zugehörige Preis dem Käufer berechnet.
Wenn der Barcode nicht abgescannt werden kann, zum Beispiel weil das Etikett des Produkts eingerissen ist, müssen die Ziffern der GTIN von Hand über die Tastatur eingegeben werden.
In beiden Fällen können beim Einlesen der GTIN Fehler auftreten.
[bookmark: _GoBack](Bild zur Wiederverwendung mit Veränderung gekennzeichnet: https://pixabay.com/de/photos/nutella-schokolade-lecker-süß-2064069/

Die Zusammensetzung einer 13-stelligen GTIN wird im Folgenden am Beispiel der GTIN 4008400402222 erklärt:

400 … steht für das Land Deutschland (ebenso: 401-440)
8400 … steht für die Firma Ferrero
40222 … steht für das Produkt 500g-Glas Nutella (450g + 50g gratis)
2 … steht für die Prüfziffer

Wie wird die Prüfziffer gebildet?
Die 13 Ziffern werden der Reihe nach abwechselnd mit 1 und mit 3 multipliziert und dann werden die Produkte addiert. Dabei wird die letzte Ziffer, die Prüfziffer, so gewählt, dass diese Prüfsumme eine Zehnerzahl ist.
Wir vollziehen die Berechnung der Prüfsumme an unserem Beispiel oben nach: 
4∙1 + 0∙3 + 0∙1 +8∙3 + 4∙1 + 0∙3 + 0∙1 + 4∙3 + 0∙1 + 2∙3 + 2∙1 + 2∙3 + 2∙1= 60  60 ist eine Zehnerzahl.

Welchen Sinn hat die Prüfziffer?
Mithilfe der Prüfziffer soll das Vorliegen einer falschen Eingabe, bei Eingabe von Hand oder beim Einscannen des Barcodes, erkannt werden. Nicht, dass anstelle eines 500 g-Glases Nutella ein XXL 5000g-Vorratseimer Nutella abgerechnet wird .
· Einzelfehler: 4007400402222  oder  4006400402222  anstelle von  4008400402222
Angenommen bei der 4. Stelle wird anstelle der 8 eine 7 eingelesen. Als Prüfsumme ergibt sich: 4∙1 + 0∙3 + 0∙1 +7∙3 + 4∙1 + 0∙3 + 0∙1 + 4∙3 + 0∙1 + 2∙3 + 2∙1 + 2∙3 + 2∙1= 57, das ist keine Zehnerzahl, also liegt ein Fehler vor! 
Angenommen bei der 4. Stelle wird anstelle der 8 eine 6 eingelesen. Als Prüfsumme ergibt sich: 4∙1 + 0∙3 + 0∙1 +6∙3 + 4∙1 + 0∙3 + 0∙1 + 4∙3 + 0∙1 + 2∙3 + 2∙1 + 2∙3 + 2∙1= 54, das ist keine Zehnerzahl, also liegt ein Fehler vor! 
· Zahlendreher: 4004852402222 anstelle von 4008452402222
Angenommen die 4. und die 5. Stelle werden vertauscht. Als Prüfsumme ergibt sich:
4∙1 + 0∙3 + 0∙1 +4∙3 + 8∙1 + 0∙3 + 0∙1 + 4∙3 + 0∙1 + 2∙3 + 2∙1 + 2∙3 + 2∙1= 52, das ist keine Zehnerzahl, also liegt ein Fehler vor!

Eine wichtige Erkenntnis: 
Wenn die Prüfsumme keine Zehnerzahl ist, dann bedeutet das, dass ein Fehler vorliegt. 
Was es für ein Fehler ist (Einzelfehler, Zahlendreher oder ein anderer Fehler) und an welcher Stelle sich der Fehler genau befindet, zeigt diese von einer Zehnerzahl abweichende Prüfsumme aber nicht an!

Das Verfahren mit der Prüfsumme erkennt alle Einzelfehler. 
Beweis: 
Sei x eine der Ziffern und y die dafür fälschlicherweise eingegebene Ziffer. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x < y. 
· Ist x eine mit 1 gewichtete Ziffer, so erhöht sich die Prüfsumme um y – x.
Da 0 < y – x < 10 ist, kann die Prüfsumme keine Zehnerzahl sein.
· Ist x eine mit 3 gewichtete Ziffer, 
so erhöht sich die Prüfsumme um 3 ∙ (y – x). 
3 ∙ (y – x) ist unter den genannten Voraussetzungen kein ganzzahliges Vielfaches von 10.

Das Verfahren mit der Prüfsumme erkennt aber nicht alle Zahlendreher, nur etwa 89%. 
Beweis: 
x und y seien benachbarte Ziffern (0; 1; … ; 9) die vertauscht werden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x > y und es werde x mit 1 und y mit 3 gewichtet. 
Anstelle von x ∙ 1 + y ∙ 3 hat man in der Prüfsumme also  x ∙ 3 + y ∙ 1.
Der Unterschied in der Prüfsumme ist damit (x + 3y) – (3x + y) = 2∙(x – y). 
Wird der Zahlendreher nicht erkannt, muss der Unterschied 10 sein, denn beim Unterschied 0 in der Prüfsumme sind x und y gleich, beim Unterschied 20; 30 usw. in der Prüfsumme sind x oder y keine Ziffern.
Es ist also:  2∙(x – y) = 10   bzw.   x – y = 5
Folgende fünf Zahlendreher werden nicht erkannt: 
9 ↔ 4   8 ↔ 3   7 ↔ 2    6 ↔ 1   5 ↔ 0

Es gibt = 45 Zweiermengen aus zwei verschiedenen Ziffern, bei fünf von ihnen wird der Zahlendreher nicht erkannt, das sind etwa 11%.

Warum nimmt man nicht einfach die Quersumme als Prüfsumme?
Die Quersumme als Prüfsumme erkennt offensichtlich alle Einzelfehler, aber keinen einzigen Zahlendreher.

Warum multipliziert man für die Prüfsumme nicht abwechselnd mit 1 und mit 2 (anstelle der „3“)?
Die zugehörige Prüfsumme („1-2-Prüfsumme“) erkennt zwar 
a) alle Zahlendreher, b) aber nicht alle Einzelfehler!
Zu a): 
x und y seien benachbarte Ziffern (0; 1; … ; 9) die vertauscht werden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x > y und es werde x mit 1 und y mit 2 gewichtet. 
Anstelle von x ∙ 1 + y ∙ 2 hat man in der Prüfsumme also  x ∙ 2 + y ∙ 1.
Der Unterschied in der Prüfsumme ist damit (x + 2y) – (2x + y) = x – y.
Es ist 0 < x – y < 10, man kommt also nicht zur nächsten Zehnerzahl.
Zu b):
Sei x eine der Ziffern und y die dafür fälschlicherweise eingegebene Ziffer. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x < y. 
· Ist x eine mit 1 gewichtete Ziffer, so erhöht sich die Prüfsumme um y – x.
Da 0 < y – x < 10 ist, kann die Prüfsumme keine Zehnerzahl sein.
· Ist x eine mit 2 gewichtete Ziffer, so erhöht sich die Prüfsumme um 2 ∙ (y – x). 
Könnte 2 ∙ (y – x) eine Zehnerzahl sein?
Ja, genau dann, wenn y – x = 5 ist.
An den mit 2 gewichteten Positionen werden die Ersetzungen
5 statt 0, 6 statt 1, 7 statt 2, 8 statt 3, 9 statt 4 bzw. umgekehrt nicht erkannt, es ergibt sich in diesen Fällen als Prüfsumme jeweils wieder eine Zehnerzahl.
Da der Einzelfehler die häufigste Fehlerart ist, gibt man der „1-3-Prüfsumme“ den Vorzug vor der „1-2-Prüfsumme“.


Didaktische Bemerkungen:

Man kann es beim Anreißen des zweifellos interessanten Themas und der Bearbeitung des Schülerarbeitsblattes 1 belassen.
Bei der Vorstellung des Themas (vgl. Verlaufsplan, Erarbeitung I) wird man bereits die auf den Schülerblättern angebotene Tabellendarstellung zur Berechnung der Prüfsumme verwenden.
Diese entlastet die Schülerinnen und Schüler von Schreibarbeit und lenkt den Fokus später dann auch auf die Auswirkung der unterschiedlichen Eingabefehler.

	GTIN
	4
	0
	0
	8
	4
	0
	0
	4
	0
	2
	2
	2
	2

	mal
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1

	=
	4
	0
	0
	24
	4
	0
	0
	12
	0
	6
	2
	6
	2

	Prüfsumme = 60
	Ist das eine Zehnerzahl? Ja.
	



Bei der Vorstellung eines Einzelfehlers sollte die Lehrkraft im Hinblick auf die Bearbeitung des Schülerblattes 2 darauf abheben, dass bei der Veränderung eines der Summanden (Tabelle unten: -3) sich die Prüfsumme in derselben Weise verändert. Es muss also nicht die gesamte Prüfsumme neu berechnet werden:

	GTIN
	4
	0
	0
	8 7
	4
	0
	0
	4
	0
	2
	2
	2
	2

	mal
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1
	3
	1

	=
	4
	0
	0
	24 21
	4
	0
	0
	12
	0
	6
	2
	6
	2

	Prüfsumme = 60 57
	Ist das eine Zehnerzahl? Ja. Nein.
	



Man kann auch etwas tiefer in die Materie vorstoßen und mit dem Schülerblatt 2 die Leistungsfähigkeit der „1-3-Prüfsumme“ thematisieren oder sogar in einem Unterrichtsgespräch in einem abschließenden Exkurs noch einen Vergleich mit der Quersumme oder der „1-2-Prüfsumme“ anstellen.

Bei der jeweils letzten Aufgabe der beiden Schülerblätter lässt sich ein typisches Differenzierungsmuster anwenden, dies wird im Folgenden für die Frage, welche Zahlendreher die Prüfsumme nicht erkennt (Schülerblatt 2, Aufgabe 3c)), näher ausgeführt:
- finde eine Lösung  Schülerinnen und Schüler können zunächst planlos probieren und dabei feststellen, dass „kleine“ und „große“ Unterschiede zwischen den beiden zu vertauschenden Ziffern nicht zur nächsten Zehnerzahl führen.
- finde mehrere Lösungen  Diese erste Erkenntnis, s. o., führt auch zu weiteren Lösungen.
- finde alle Lösungen  Hier kann das Gefühl tragen, dass „mittelgroße“ Unterschiede zwischen den beiden Ziffern zu gesuchten Zahlenpaaren führen.
- begründe, dass es keine weiteren Lösungen geben kann  Dazu muss man, ggf. auch ohne die Verwendung von Variablen, im Wesentlichen erkennen, dass bei einem Zahlendreher sich die Prüfsumme um das Doppelte der Zifferndifferenz der vertauschten Ziffern ändert.
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Mathe kann ich doch!




