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Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen; und jeder geht zufrieden aus dem Haus. (Goethe)

[image: ]Blechkuchen:
Rebekka hat in einem rechteckigen Blech einen Kuchen gebacken und möchte ihn mit Schnitten längs und quer – jeweils parallel zum Rand – in 12 gleiche Stücke aufteilen. Wie viele Schnitte braucht sie mindestens?
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet:
https://de.m.wikipedia.org/wiki/Datei:Donauwelle_blech_hg.jpg)

Blechkuchen – Lösungen:
Es gibt – bis auf die Vertauschung von „längs“ und „quer“ – drei Möglichkeiten, die Längs- und die Querschnitte müssen jeweils denselben Abstand untereinander und zum Rand haben, die Forderung nach gleichen Stücken ist für den Clou der Aufgabe allerdings unerheblich:
	- 0 Längsschnitte, 11 Querschnitte  11 Schnitte und 12 Stücke
- 1 Längsschnitt, 5 Querschnitte  6 Schnitte und 12 Stücke
- 2 Längsschnitte, 3 Querschnitte  5 Schnitte und 12 Stücke
Rebekka kommt mit 5 Schnitten aus, 2 längs und 3 quer (bzw. umgekehrt), vgl. Skizze.
	[image: ]



Blechkuchen – Kommentar:
Das ist eine Variante der bekannten Stolperfalle mit n Schnitten erhält man nicht n, sondern n+1 Teile.
Es gilt: mit m Längsschnitten und n Querschnitten erhält man (m+1)∙(n+1) Stücke. 
Zunächst ist nicht unbedingt klar, dass es unterschiedliche Anzahlen von Schnitten gibt, die zu einer bestimmten  gleichen Anzahl von Stücken führt bzw. auch umgekehrt, dass eine bestimmte Anzahl von Schnitten zu unterschiedlichen Anzahlen von Stücken führen kann.
Eine Umkehraufgabe: Wie viele Stücke erhält man mit 9 Schnitten höchstens? 
Systematisches Probieren ergibt als Maximum 30 Stücke: 
9 Längsschnitte und 0 Querschnitte  10 Stücke
8 Längsschnitte und 1 Querschnitt  18 Stücke
7 Längsschnitte und 2 Querschnitte  24 Stücke
6 Längsschnitte und 3 Querschnitte  28 Stücke
5 Längsschnitte und 4 Querschnitte  30 Stücke
4 Längsschnitte und 5 Querschnitte  30 Stücke
3 Längsschnitte und 6 Querschnitte  28 Stücke usw.
Allgemein – unter uns:
Ist s die Gesamtzahl der Schnitte, also s = m + n, so ist die Anzahl der Stücke As in Abhängigkeit von m: As(m) = (m + 1) ∙ (s – m + 1) = -m2 + s ∙ m + (s + 1).
Der Graph von As ist (bei vorübergehender kontinuierlicher Sicht für die Variable m, die ja nur natürliche Zahlen annehmen kann) eine nach unten geöffnete Parabel mit der Scheitelstelle 0,5∙s. Das Maximum von As ist (0,5∙s + 1)2.
Für gerade s ist 0,5∙s ganzzahlig, das Maximum von As liegt daher an der Stelle 0,5∙s und lautet (0,5∙s + 1)2.
Für ungerades s ist 0,5∙s nicht ganzzahlig, das Maximum wird daher an den beiden benachbarten ganzzahligen Stellen 0,5∙s – 0,5 und 0,5∙s + 0,5 angenommen und lautet übereinstimmend (0,5∙s + 1)2 – 0,25.

Blechkuchen – Differenzierung:
Wie muss man schneiden, damit man doppelt so viele Stücke wie Schnitte erhält? 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit betrachten wir im Folgenden – wegen der Möglichkeit der Vertauschung von „längs“ und „quer“ bei gleich bleibender Anzahl von Schnitten und Stücken – nur die Fälle m n und bemühen ein typisches Differenzierungsmuster:
- finde eine Lösung	
- finde mehrere Lösungen
- finde alle Lösungen 
- begründe, dass es keine weiteren Lösungen geben kann
Ausgehend von a) und b) kann man zu der Vermutung kommen, dass wenn man es bei einem Längsschnitt belässt (m=1), man immer doppelt so viele Stücke wie Schnitte bekommt.
Schülerinnen und Schüler können dies beispielgebunden begründen: 
[image: ]Vorgegeben seien z.B. 10 Schnitte.
1 Längsschnitt erzeugt zwei Reihen, 9 Querschnitte erzeugen in jeder Reihe 10 Stücke. Es sind insgesamt also 20 Stücke. 
Entre nous die exakte algebraische Begründung:
Mit m Längsschnitten und n Querschnitten, insgesamt also m+n Schnitten, erhält man (m+1)∙(n+1) Stücke. Damit gilt:
(m+1)∙(n+1) = 2∙(m+n)    m∙n + m + n + 1 = 2m + 2n    m∙n + 1 = m + n   m∙(n-1) = (n-1)
Also ist m = 0 und n = 1 (nur 1 Querschnitt) oder m = 1 und n beliebig (ein Längsschnitt und beliebig viele Querschnitte). Für m  2 gibt es unter der o.g. Beschränkung m n keine weiteren Lösungen.
Dass es für 2 oder mehr Längsschnitte keine weiteren Lösungen gibt, können Schülerinnen und Schüler wiederum beispielgebunden begründen:
2 Längsschnitte erzeugen drei Reihen, für 2 Querschnitte hat man schon 9 Stücke und bei jedem weiteren Querschnitt kommen noch 3 Stücke dazu.
3 Längsschnitte erzeugen vier Reihen, für 3 Querschnitte hat man schon 16 Stücke und bei jedem weiteren Querschnitt kommen noch 4 Stücke dazu.
4 Längsschnitte erzeugen fünf Reihen, für 4 Querschnitte hat man schon 25 Stücke und bei jedem weiteren Querschnitt kommen noch 5 Stücke dazu. …


Brezel, Brötchen, Hörnchen:
[image: ]In der Tabelle unten werden die Kosten für je ein Stück der angegebenen Backwaren zeilen- und spaltenweise addiert und rechts und unten angegeben. Was muss für das Fragezeichen eingetragen werden?

	Brezel
	Brezel
	Brezel
	2,55 €

	Brötchen
	Hörnchen
	Brötchen
	2,20 €

	Hörnchen
	Brezel
	Hörnchen
	?

	2,40 €
	2,60 €
	2,40 €
	



(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet:
https://pixabay.com/de/photos/br%C3%B6tchen-brezel-backwaren-nahrung-2545124/)

Brezel, Brötchen, Hörnchen – Lösung:
Für das Fragezeichen muss 2,65 € stehen. Hier werden drei Lösungen vorgestellt.
1. Lösung „zu Fuß“:
Aus der ersten Zeile kann man erschließen, dass eine Brezel 0,85 € kostet. Setzt man diesen Wert in der dritten Zeile in der Mitte ein, so kann man erschließen, dass ein Hörnchen 0,90 € kostet und die jetzt bekannten Beträge in der dritten Zeile aufaddieren.
2. Lösung „elegant“: 
Addiert man alle drei Spalten, so erkennt man, dass vier Brezeln, drei Hörnchen und zwei Brötchen zusammen 2,40 € + 2,60 € + 2,40 € = 7,40 € kosten. 
Addiert man zeilenweise, so muss sich für die vier Brezeln, drei Hörnchen und zwei Brötchen zusammen ebenfalls 7,40 € ergeben. 2,55 € + 2,20 € + ? = 7,40 € führt zum gesuchten Betrag von 2,65 €.
3. Lösung „verzwickt“: 
Aus der ersten Zeile kann man erschließen, dass eine Brezel 0,85 € kostet. Aus dem Vergleich der ersten und zweiten Spalte lässt sich erkennen, dass ein Brötchen 0,20 € weniger kostet als eine Brezel, also 0,65 €. Aus der zweiten Zeile folgt, dass ein Hörnchen 0,90 € kostet. Mit den Einzelpreisen kann man den gesuchten Betrag ausrechnen.

Brezel, Brötchen, Hörnchen – Kommentar:
Keinesfalls ist daran gedacht, ein lineares Gleichungssystem aufzustellen und zu lösen.
Nebenbei: die Angabe der Summe 2,40 € für die erste und die dritte Spalte ist verzichtbar.


Drei Ziffern ergeben 6:
Ein Zahlterm mit dreimal derselben Ziffer und den Grundrechenarten (+ | – | ∙ | : ) soll den Wert 6 haben. Zum Beispiel – dreimal die Ziffer 2:   2 + 2 + 2 = 6.
Finde möglichst viele weitere Beispiele.

Drei Ziffern ergeben 6 – Lösungen:
· 2 + 2 + 2 = 6	
· 2 ∙ 2 + 2 = 6
· 3 ∙ 3 – 3 = 6
· 5 + 5 : 5 = 6
· 6 ∙ 6 : 6 = 6	
· 6 – 6 + 6 = 6
· 7 – 7 : 7 = 6

[image: ]Drei Ziffern ergeben 6 – Kommentar: 
Man kann darauf hinweisen, dass es zu einer Ziffer mehrere Lösungen geben kann. 
Man kann ebenfalls darauf hinweisen, dass die Regel Punkt vor Strich gilt, sowie die Konvention, bei ausschließlich vorkommenden Strich- oder Punktoperationen diese von links nach rechts abzuarbeiten.
Ob man zum Beispiel 2 ∙ 2 + 2 und 2 + 2 ∙ 2 als verschiedene Lösungen begreifen soll, ist Geschmacksache
Die Aufgabe ist mit der Anzahl der gefundenen Lösungen selbstdifferenzierend.
Der lückenlose Nachweis, dass die Lösungsliste oben erschöpfend ist, gestaltet sich mühsam. 
Letztlich muss man eben alle 10 ∙ 4 ∙ 4 = 160 Zeichenketten der Form Ziffer | Zeichen | Ziffer | Zeichen | Ziffer betrachten.


Endziffern:
Für das Produkt der ersten n natürlichen Zahlen  1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ n  kann man abkürzend schreiben n! (lies „n Fakultät“). Zum Beispiel ist 4! =  1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 = 24.
Welche Endziffer hat 1! + 2! + 3! + … + 100! ?

	Endziffern – Lösung:
Es ist   1! = 1;   2! = 2;   3! = 6;   4! = 24.
Alle weiteren Fakultäten haben die Endziffer 0, da immer die Faktoren 2 und 5 vorkommen.
5! = 1∙2∙3∙4∙5 = 1∙3∙4∙(2∙5) = 1∙3∙4∙10 = …0
1! + 2! + 3! + … + 100! hat also die Endziffer 3, vgl. Rechnung rechts.
Der Clou der Aufgabe ist, dass nur die ersten vier Fakultäten zur Endziffer etwas beitragen.
	1! = 1 =                1
2! = 1∙2 =              2
3! = 1∙2∙3 =            6
4! = 1∙2∙3∙4 =         24
5! = 1∙2∙3∙4∙5 =      120
6! = 1∙2∙3∙4∙5∙6 =    720
7! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7 = ...0
...                 ....0
                   ______
                   .....3 



	Endziffern – Kommentar:
Wenn man möchte, kann man sich auch die beiden letzten Ziffern überlegen.
Es ist 1! = 1; 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24; 5! = 120, 
6! = 720; 7! = 5040; 8! = 40320; 9! = 362880.
Alle weiteren Fakultäten haben die Endziffern 00, da immer die Faktoren 2; 5 und 10 vorkommen.
10! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10
= 1∙3∙4∙6∙7∙8∙9∙(2∙5∙10)
= 1∙3∙4∙6∙7∙8∙9∙100
= ...00
	1! = 1 =                                1
2! = 1∙2 =                              2
3! = 1∙2∙3 =                            6
4! = 1∙2∙3∙4 =                         24
5! = 1∙2∙3∙4∙5 =                      120
6! = 1∙2∙3∙4∙5∙6 =                    720
7! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7 =                 5040
8! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8 =              40320
9! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9 =           362880
10!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10 =       3628800
11!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11 =   39916800
...                             .......00
                               __________
                               ........13 


Es würde auch genügen, jeweils nur die beiden letzten Ziffern auszurechnen:
Zum Beispiel: 8! = 7! ∙ 8 = …40 ∙ 8 = …20.
1! + 2! + 3! + … + 100! hat also die Endziffern 13, vgl. Rechnung.

	Wie sieht es mit den letzten drei Ziffern aus?
Ab 15! lauten die letzten drei Ziffern 000, da die Faktoren 4; 5; 10 und 15 vorkommen.
15! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12∙13∙14∙15 = 1∙2∙3∙6∙7∙8∙9∙11∙12∙13∙14∙(4∙5∙10∙15) 
= 1∙2∙3∙6∙7∙8∙9∙11∙12∙13∙14∙3000
= 1∙2∙3∙6∙7∙8∙9∙11∙12∙13∙14∙3∙1000 
= …000 
Es würde auch genügen, jeweils nur die letzten drei Ziffern auszurechnen. 
Zum Beispiel: 
8! =  7! ∙ 8 = …040 ∙ 8 = …320;
9! =  8! ∙ 9 = …320 ∙ 9 = …880;
10! =  9! ∙ 10 = …880 ∙ 10 = …800.
1! + 2! + 3! + … + 100! hat die Endziffern 313, vgl. Rechnung.
	1! = 1 =                                             1
2! = 1∙2 =                                           2
3! = 1∙2∙3 =                                         6
4! = 1∙2∙3∙4 =                                      24
5! = 1∙2∙3∙4∙5 =                                   120
6! = 1∙2∙3∙4∙5∙6 =                                 720
7! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7 =                              5040
8! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8 =                           40320
9! = 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9 =                        362880
10!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10 =                    3628800
11!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11 =                39916800
12!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12 =            479001600
13!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12∙13 =        6227020800
14!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12∙13∙14 =    87178291200
15!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12∙13∙14∙15 = ........000
16!= 1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8∙9∙10∙11∙12∙13∙14∙15∙16 = .....000
...                                       .........000
                                         _____________
                                         ..........313 




Fünf Zweien:
Ein Zahlterm soll mit fünfmal der Ziffer 2 und den Grundrechenarten (+ | – | ∙ | : ) aufgebaut werden.
Finde möglichst viele Ergebnisse zwischen 0 und 10.

Fünf Zweien – Lösungen:
· 2 – 2 : 2 – 2 : 2 = 0	2 : 2 + 2 : 2 – 2 = 0	
· 2 + 2 – 2 – 2 : 2 = 1	2 ∙ 2 – 2 – 2 : 2 = 1	2 – 2 ∙ 2 : 2 : 2 = 1	2 ∙ 2 : 2 	– 2 : 2 = 1
· 2 + 2 + 2 – 2 – 2 = 2	2 + 2 : 2 – 2 : 2 = 2	2 ∙ 2 ∙ 2 : 2 : 2 = 2	2 ∙ 2 ∙ 2 : 2 – 2 = 2
· 2 + 2 – 2 + 2 : 2 = 3	2 ∙ 2 – 2 + 2 : 2 = 3	2 + 2 ∙ 2 : 2 : 2 = 3
· 2 + 2 : 2 + 2 : 2 = 4	2 ∙ 2 ∙ 2 – 2 ∙ 2 = 4	2 ∙ 2 ∙ 2 – 2 – 2 = 4
· 2 + 2 + 2 – 2 : 2 = 5	2 ∙ 2 + 2 – 2 : 2 = 5	
· 2 + 2 + 2 + 2 – 2 = 6	2 + 2 + 2 ∙ 2 – 2 = 6	2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 – 2 = 6	2 ∙ 2 ∙ 2 : 2 + 2 = 6
· 2 + 2 + 2 + 2 : 2 = 7	2 ∙ 2 + 2 + 2 : 2 = 7	2 ∙ 2 ∙ 2 – 2 : 2 = 7 
· 2 ∙ 2 ∙ 2 + 2 – 2 = 8	2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 : 2 = 8 	
· 2 ∙ 2 ∙ 2 + 2 : 2 = 9
· 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10	2 ∙ 2 + 2 + 2 + 2 = 10	2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 = 10	

Fünf Zweien – Kommentar:
Man kann darauf hinweisen, dass es zu einem Ergebnis mehrere Lösungen geben kann.
Man kann ebenfalls darauf hinweisen, dass die Regel Punkt vor Strich gilt, sowie die Konvention, bei ausschließlich vorkommenden Strich- oder Punktoperationen diese von links nach rechts abzuarbeiten.
Ob man zum Beispiel 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 und 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 als verschiedene Lösungen begreift, ist Geschmackssache.
Die Aufgabe ist mit der Anzahl der gefundenen Lösungen selbstdifferenzierend.


[image: ]Gleichungen:
Bestimme x.
a) x : x + x = 50
b) (x – x ) + (x + x) = 50 
c) (x ∙ x) : x = 50
d) (x + x) : x + x = 50 
e) (x + x ) ∙ x = 50
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ec/FoundX.svg)

Gleichungen – Lösungen:
a) Wegen x : x = 1 für alle x ≠ 0 ist x = 49
b) Wegen x – x = 0 für alle x ist x = 25.
c) Wegen (x ∙ x) : x = x für alle x ≠ 0 ist x = 50.
d) Wegen (x + x) : x = 2 für alle x ≠ 0 ist x = 48. 
e) Mit der Termumformung (x + x ) ∙ x = 2x ∙ x = 2 ∙ x2 kommt man zu x = 5 oder auch zu x = -5.
Auch geschicktes Probieren hilft weiter: 
(x + x ) ∙ x ist für x > 0 offensichtlich streng monoton wachsend, probiert man der Reihe nach x = 1, x = 2 usw. kommt man ebenfalls zu x = 5.
(x + x ) ∙ x ist für x < 0 offensichtlich streng monoton fallend, probiert man der Reihe nach x = -1, x = -2 usw. kommt man ebenfalls zu x = -5.

Gleichungen – Kommentar:
Es ist nicht an die Verwendung von Äquivalenzumformungen gedacht, auch wenn diese den Schülerinnen und Schülern ggf. in Ansätzen schon bekannt sein sollte.
Die Abkehr vom Abspulen fertiger Algorithmen und die Hinwendung zum „Direkterkennen“ von Lösungen bei sich bietender Gelegenheit ist eine wichtige Intention.

Gleichungen – Differenzierung:
Etwas anspruchsvoller ist die Verwendung von zwei Variablen x und y mit x > y. 
Es sollen nur natürliche Zahlen als Lösungen zugelassen sein:
(x + y) ∙ (x – y) = 40.
Wir bemühen wieder ein typisches Differenzierungsmuster:
- finde eine Lösung	
- finde mehrere Lösungen
- finde alle Lösungen 
- begründe, dass es keine weiteren Lösungen geben kann
Der Schlüssel zu dieser Knobelaufgabe liegt nicht bei der – den Schülerinnen und Schülern wohl noch unbekannten – Anwendung der 3. Binomischen Formel (x + y) ∙ (x – y) = x2 – y2 und daraus folgernd der Suche nach zwei Quadratzahlen mit der Differenz 40. 
Sie liegt vielmehr in dem Ansatz, die Zahl 40 als Produkt zweier Faktoren darzustellen. x muss dann der Mittelwert der beiden Faktoren sein.
· (x + y) ∙ (x – y) = 10 ∙ 4, der Mittelwert von 10 und 4 ist 7, beim 1. Faktor wird zu diesem Mittelwert 3 addiert, beim 2. Faktor wird hiervon 3 subtrahiert.
Eine Lösung ist x = 10 und y = 3.
· (x + y) ∙ (x – y) = 20 ∙ 2, der Mittelwert von 20 und 2 ist 11, beim 1. Faktor wird zu diesem Mittelwert 9 addiert, beim 2. Faktor wird hiervon 9 subtrahiert.
Eine weitere Lösung ist also x = 11 und y = 9.
· Die Faktorisierungen 40 ∙ 1 mit dem Mittelwert 20,5 und 8 ∙ 5 mit dem Mittelwert 6,5 führen zu keinen weiteren natürlichen Lösungszahlen, Faktorisierungen mit nicht-natürlichen Faktoren wie zum Beispiel 12,5 ∙ 3,2 auch nicht.
 

[image: ]Neidfreies Teilen:
Trick und Track haben eine vielfältig belegte Pizza und möchten sie so aufteilen, dass auf keinen Fall einer von den beiden hinterher auf den andern neidisch ist. 
So geht das jedenfalls nicht: Trick schneidet sich ein Stück ab und nimmt es. Selbst wenn die beiden Stücke gleich groß sind, könnte eines der beiden „belagstechnisch“ attraktiver sein.
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet: 
https://pixnio.com/de/essen-trinken/pizza-de/gemuese-italienische-kueche-pizza-restaurant-abendessen-essen-mittagessen-mahlzeit

Neidfreies Teilen – Lösung:
Einer der beiden teilt die Pizza, der andere darf eines der beiden Stücke aussuchen.
Derjenige der teilt, wird sehr darauf achten, dass beide Stücke für ihn gleichermaßen akzeptabel sind.


Passend bezahlen:
Klaus möchte einen Satz Euromünzen zusammenstellen, mit denen er alle 100 Beträge von 1 Cent bis 1 Euro passend bezahlen kann. Zur Verfügung stehen die folgenden Münzen:
1 Cent, 2 Cent, 5 Cent, 10 Cent, 20 Cent, 50 Cent, 1 Euro.
Klaus möchte möglichst wenig Münzen mitnehmen. Wie könnte der Satz aussehen?

Passend bezahlen – Lösungen:
Lösung 1 – acht Münzen:
	1 Cent
	2 Cent
	5 Cent
	10 Cent
	20 Cent
	50 Cent
	1 Euro

	1 mal
	2 mal
	1 mal
	1 mal
	2 mal
	1 mal
	0 mal



Lösung 2 – acht Münzen:
	1 Cent
	2 Cent
	5 Cent
	10 Cent
	20 Cent
	50 Cent
	1 Euro

	1 mal
	2 mal
	1 mal
	2 mal
	1 mal
	1 mal
	0 mal



Lösung 3 – neun Münzen:
	1 Cent
	2 Cent
	5 Cent
	10 Cent
	20 Cent
	50 Cent
	1 Euro

	2 mal
	1 mal
	1 mal
	2 mal
	1 mal
	1 mal
	1 mal



Passend bezahlen – Kommentar:
Der Clou der Aufgabe ist, dass man keine 1 Euro Münze braucht.
Wenn Klaus möglichst wenig Münzen und gleichzeitig möglichst wenig Geld mitnehmen möchte, ist die Lösung 2 optimal. Hier ist der Gesamtbetrag genau 100 Cent.


PIN:
	Laura möchte am Bankautomaten 100 € abheben, hat aber die vierstellige PIN ihrer Bankkarte vergessen.
Sie weiß immerhin, dass die Summe der vier Ziffern der PIN 34 ergibt und dass, wenn sie die zweite Ziffer von der ersten subtrahiert, die dritte Ziffer zum Ergebnis addiert und die vierte von diesem Ergebnis wieder subtrahiert, sich die Zahl 2 ergibt.
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet: https://freesvg.org/100euroschein)
	[image: ]



Der Bankautomat akzeptiert nur drei Versuche, wird die PIN dreimal falsch eingegeben, so wird die Karte eingezogen.
Wird Laura mit den Informationen über ihre PIN sicher zu ihren 100 € kommen, ohne dass die Karte eingezogen wird?

PIN – Lösung:
Die Summe der vier Ziffern soll 34 sein, für die vier Ziffern gibt es nur zwei Möglichkeiten:
1. Zweimal die 8 und zweimal die 9. Wegen der zweiten Bedingung bleibt als mögliche PIN nur 9898 übrig, denn 9 – 8 + 9 – 8 = 2, alle anderen fünf Reihungen scheiden aus. 
2. Einmal die 7 und dreimal die 9. Wegen der zweiten Bedingung bleiben als mögliche PIN nur 9799 oder 9997 übrig, denn 9 – 7 + 9 – 9 = 2 und 9 – 9 + 9 – 7 = 2, die anderen beiden Reihungen scheiden aus.
Insgesamt gibt es also drei mögliche PIN, nämlich 9898; 9799 oder 9997. Laura kommt spätestens im dritten Versuch an ihr Geld. 


Punktsymmetrische Jahreszahlen: 
[image: ]Die Jahreszahl I96I ist als Schreibfigur punktsymmetrisch, wenn man die „1“ als Strich schreibt, also so: „I“.
Als punktsymmetrisch sollen hier die folgenden Ziffernpaare gelten: 00, II, 69, 96, 88.
Schreibe alle punktsymmetrischen Jahreszahlen zwischen I00I und 9966 auf.

Punktsymmetrische Jahreszahlen – Lösung:
I00I, IIII, I69I, I88I, I96I, 6009, 6II9, 6699, 6889, 6969, 8008, 8II8, 8698, 8888, 8968, 9006, 9II6, 9696, 9886, 9966

Punktsymmetrische Jahreszahlen – Kommentar:
Natürlich kann man zunächst auch zuerst erfragen, welche der Ziffern überhaupt verwendbar sind, wenn man die Sache mit der „1“ geklärt hat.
Die lückenlose Aufzählung gelingt besser, wenn man sich klar macht, dass durch die Angabe der ersten beiden Ziffer und die Symmetriebedingung die Jahreszahl vollständig bestimmt ist.
Man kann die Ziffern 0, I, 6, 8 und 9 verwenden und schreibt die Ziffernpaare der Größe nach auf:
I0, II; I6; I8, I9, 60, 6I, 66, 68; 69, 80, 8I, 86, 88, 89, 90, 9I, 96, 98, 99.  
Die Frage nach diesem Sachverhalt wäre ein geeigneter Differenzierungsanlass.


Quader:
Marc hat 12 gleiche Würfel. Er möchte sie zu einem Quader zusammenlegen. Wie viele unterschiedliche solche Quader gibt es?
Beschreibe die Quader in der Form Länge x Breite x Höhe und beachte dabei, dass zum Beispiel der Quader mit 1 x 3 x 4 derselbe ist wie der Quader mit 3 x 4 x 1 oder 4 x 1 x 3. Wir einigen uns also zum Beispiel auf eine „Norm-“Beschreibung, bei der die drei Zahlen von links nach rechts „absteigen“.

	Quader - Lösungen:
Es gibt vier solche Quader:   
12 x 1 x 1
6 x 2 x 1
4 x 3 x 1
3 x 2 x 2 (Skizze rechts: eine Reihe hat 3 Würfel, es gibt 2 Reihen pro Schicht und 2 Schichten)
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Quader - Kommentar:
Zunächst ist das eine Art „Kopfgeometrie“, man muss sich das Zusammenlegen der Würfel gedanklich vorstellen. Dazu ist es vielleicht günstig, anstelle von Länge x Breite x Höhe zu sprechen von 
Anzahl der Würfel in einer Reihe x Anzahl der Reihen pro Schicht x Anzahl der Schichten.
Formal: Man muss die Zahl 12 in drei Faktoren zerlegen, den Faktor 1 dabei nicht vergessen (!) und systematisch vorgehen, damit man keinen Fall auslässt. 
Man kann zum Beispiel für die Anzahl der Würfel in einer Reihe die Teiler t der Zahl 12 der Reihe nach absteigend – unter Berücksichtigung der „Norm-“Beschreibung – betrachten, t = 12; 6; 4; 3; 2; 1. 
Für die Anzahl der Reihen wird man dann entsprechend verfahren bezüglich des Quotienten 12 : t.

Quader – Differenzierung:
Die Schwierigkeit bzw. Komplexität dieser Aufgabenstellung ist abhängig von der Anzahl der zur Verfügung gestellten Würfel.
Auch hier greift das typisches Differenzierungsmuster:
a) finde eine Lösung	
b) finde mehrere Lösungen
c) finde alle Lösungen 
d) begründe, dass es keine weiteren Lösungen geben kann
Schwieriger: Hat man 24 Würfel gibt es 6 Lösungen:   
24 x 1 x 1   |    12 x 2 x 1   |   8 x 3 x 1   |   6 x 4 x 1   |   6 x 2 x 2   |  4 x 3 x 2
Noch schwieriger: Hat man dagegen 48 Würfel gibt es 9 Lösungen:   
48 x 1 x 1   |   24 x 2 x 1   |   16 x 3 x 1   |   12 x 4 x 1   |   12 x 2 x 2   
  8 x 6 x 1   |     8 x 3 x 2   |      6 x 4 x 2   |   4 x 4 x 3
Nebenbei: Lässt sich die Anzahl der Teiler einer Zahl berechnen?
Ja, hier am Beispiel der Zahl 48 mit der Primfaktorenzerlegung 24 ∙ 31:
Die Teiler der 48 sind also Zahlen der Form 2m ∙ 3n, für m kommt in Frage 0; 1; 2; 3 oder 4, das sind 5 Möglichkeiten, für n kommt in Frage 0 oder 1, das sind 2 Möglichkeiten. 
Es gibt insgesamt also 5 ∙ 2 = 10 Möglichkeiten, damit gibt es 10 Teiler. 
Probe: n = 0 und m aufsteigend ergibt die Teiler 1; 2; 4; 8; 16; 
n = 1 und m aufsteigend ergibt die Teiler 3; 6; 12; 24; 48.
Weitere interessante Fragen mit obigem Differenzierungsmuster:
· Für welche Anzahlen von Würfeln gibt es nur einen einzigen Quader?
Antwort: nur für Primzahlen.
· Für welche Anzahlen von Würfeln gibt es genau zwei Quader?
Antwort: nur für Produkte aus zwei Primzahlen, die beiden müssen nicht notwendigerweise unterschiedlich sein.
· Für welche Anzahlen von Würfeln gibt es genau drei Quader? 
Antwort: nur für die dritten Potenzen von Primzahlen wie 23 = 8 oder 33 = 27.
Beweis – entre nous:
a) Die Anzahl der Würfel sei p3 (p Primzahl). 
Dann gibt es genau drei Quader, nämlich p3 x 1 x 1   |    p2 x p x 1   | p x p x p.
b) Die Anzahl der Quader sei drei. Wegen der Antworten auf die ersten beiden Fragen, s.o., muss die Anzahl der Würfel ein Produkt von mindestens drei Primzahlen sein.
Die Anzahl der Würfel sei das Produkt von den drei Primzahlen p, q und r (nicht notwendigerweise verschieden und 2 ≤ p ≤ q ≤ r), also p ∙ q ∙ r.
Dann gibt es die nicht notwendigerweise  unterschiedlichen Quader 
Q1: p∙q∙r x 1 x 1;  Q2: p∙q x r x 1 bzw. r x p∙q x 1;  Q3: p∙r x q x 1,  Q4: q∙r x p x 1;  Q5: r x q x p.
Soll die Anzahl der Quader drei sein, müssen einige der Quader Q1 bis Q5 gleich sein.
Q1 ist sicher von Q2 bis Q5 verschieden. Ebenso ist Q5 verschieden von Q1 bis Q4.
Also muss gelten Q2 = Q3 = Q4. Das ist aber nur für p = q = r möglich. Damit ist die Anzahl der Würfel p3.
Wenn die Anzahl der Würfel das Produkt von mehr als drei Primzahlen ist, dann gibt es nach den vorangegangenen Betrachtungen sicher mehr als drei Quader.


Reiche Zahlen:
Wir betrachten eine natürliche Zahl n, bestimmen alle ihre Teiler und bilden anschließend deren Summe, wobei wir die Zahl n selbst nicht mitaddieren. Diese Summe aller Teiler von n, ausgenommen der Zahl n selbst, nennen wir hier die Teilersumme von n.
Beispiel n = 20; die Teilersumme von 20 ist 1 + 2 + 4 + 5 + 10 = 22.
Wir nennen eine Zahl n reich, wenn ihre Teilersumme größer als die Zahl selbst ist. 
20 ist also eine reiche Zahl. Die Teilersumme der Zahl 20, nämlich 22, ist um 2 größer als 20, man könnte auch sagen, sie ist um 10% größer.
a) Finde weitere reiche Zahlen.

Wir nennen eine Zahl superreich, wenn ihre Teilersumme um mindestens 50% größer ist als die Zahl selbst.
Beispiel n = 36: die Teilersumme von 36 ist 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 9 + 12 + 18 = 55. 
Die Zahl 55 ist um 19 größer als 36, das sind mehr als 50% von 36. Die Zahl 36 ist also eine superreiche Zahl.
b) Finde weitere superreiche Zahlen.

Reiche Zahlen – Lösungen:
	Zahl n:
	Teilersumme von n:
	Überschuss:
	in %:
	Qualität:

	12
	16
	4
	33%
	reich

	18
	21
	3
	17%
	reich

	20
	22
	2
	10%
	reich

	24
	36
	12
	50%
	superreich

	30
	42
	12
	40%
	reich

	36
	55
	19
	53%
	superreich

	40
	50
	10
	25%
	reich

	42
	54
	12
	29%
	reich

	48
	76
	28
	58%
	superreich

	54
	66
	12
	22%
	reich

	56
	64
	8
	14%
	reich

	60
	108
	48
	80%
	superreich

	66
	78
	12
	18%
	reich

	70
	74
	4
	6%
	reich

	72
	123
	51
	71%
	superreich

	78
	90
	12
	15%
	reich

	80
	106
	26
	33%
	reich

	84
	140
	56
	67%
	superreich

	88
	92
	4
	5%
	reich

	90
	144
	54
	60%
	superreich

	96
	156
	60
	63%
	superreich

	100
	117
	17
	17%
	reich



Reiche Zahlen – Kommentar:
Es geht bei dieser Knobelaufgabe darum, beim Probieren zu erkennen, dass die Kandidaten für den „Reichtum“ oder gar „Superreichtum“ Zahlen sind, die viele Teiler haben bzw. deren Primfaktorenzerlegung aus vielen Faktoren besteht. Eine einfache Formel, die über „Reichtum“ oder „Nicht-Reichtum“ entscheidet, gibt es nicht.
Primzahlen sind ganz „arm“, ihre Teilersumme ist gleich 1.

Es gilt der Satz: Wenn eine Zahl reich ist, ist auch ihr Doppeltes reich.
Beweis: Wir bezeichnen mit T(n) die Teilersumme von n. 
Unter den Teilern von 2n finden sich auf jeden Fall die Teiler von n und auch die Zahl n selbst. 
Also ist T(2n) ≥ T(n) + n und wegen der Voraussetzung T(n) > n ist T(n) + n > 2n. 
Insgesamt ist also T(2n) > 2n.

Eine Differenzierung ist über die Anzahl der gefundenen Beispiele möglich. Als Teilaufgabe c) und d)  wären denkbar:
c) Von den natürlichen Zahlen von 1 bis 100: Welches ist die „reichste“ Zahl?
Das heißt: Bei welcher Zahl ist der prozentuale Überschuss am größten?
Lösung: vgl. Tabelle, von den Zahlen von 1 bis 100 ist die Zahl 60 am „reichsten“.
d) Welches ist die kleinste Zahl, deren Teilersumme mindestens doppelt so groß ist wie die Zahl selbst?
Lösung: die Teilersumme von 120 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5 ist: 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 8 + 10 + 12 + 15 + 20 + 24 + 30 + 40 + 60 = 240.

Nebenbei: Eine Zahl deren Teilersumme gleich der Zahl selbst ist nennt man vollkommen.
Die ersten drei vollkommenen Zahlen sind: 6; 28 und 496.


Scherenschnitte:
Nimm ein DIN-A-5Blatt und falte es mehrfach so, dass du mit einem einzigen geraden Schnitt den gezeigten Scherenschnitt erhältst.

	a)
	b) 
	c) 
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Scherenschnitte – Lösungen:
Faltlinie … Strich-Punkt in Rot, Schnittlinie … eine der schwarz gestrichelten Strecken – je nach Faltung
	a) Reihenfolge der beiden Faltungen: beliebig
	b) Reihenfolge der Faltungen:
Zuerst die beiden Quadrate zur Deckung bringen
	c) Reihenfolge der Faltungen:
Zuerst die acht Trapeze des „Kreuzes“ zur Deckung bringen
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Scherenschnitte – Kommentar:
Differenzierung: a) ist einfach   b) ist mittelschwierig   c) ist ganz schwierig
Es empfiehlt sich, die Figuren auf ein DIN-A-5-Blatt aufzuzeichnen und dann so zu falten, dass die Restfigur jeweils noch sichtbar ist.
Wenn man in der Aufgabe c) die acht Trapeze zur Deckung gebracht hat, könnte irritieren, dass beim Umklappen der Ecke das gefaltete Papier entlang der Schnittlinie nicht überall gleich dick ist. 



	Schokoladentafel:
Scholastika hat eine kleine Schokoladentafel mit neun Stücken (vgl. Bild rechts) und möchte diese „vollständig“ in die neun Einzelstücke zerbrechen.
Sie möchte dabei möglichst wenig Brechungen durchführen. 
Wie oft muss sie mindestens brechen?
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Schokoladentafel – Lösung:
Durch Ausprobieren kommt man zu der Vermutung: 
Wie man es auch immer anstellt, man muss immer genau acht mal brechen. Das ist eigentlich erstaunlich. Beim Blechkuchen konnte man mit unterschiedlichen Anzahlen von Schnitten zu einer vorgegebenen Stückzahl gelangen. Das heißt, man muss eben – ohne sich weitere Gedanken über eine möglicherweise geschickte Auswahl von Bruchstellen zu machen – solange brechen, bis man die neun Einzelstücke hat.
Warum ist das so?
Eine mögliche Erklärung: Zunächst hat man ein Teil. Durch eine Brechung hat man zwei Teile, durch eine weitere Brechung drei Teile. Nach jeder Brechung hat man ein Teil mehr und zwar unabhängig von der Größe und Form der Teile. Neun Einzelstücke sind neun Teile, man muss also genau achtmal brechen.
Diese Überlegung führt direkt zur folgenden Verallgemeinerung: 
Um eine rechteckige Schokoladentafel mit n Einzelstücken in diese zu zerteilen braucht man n – 1 Brechungen.


Schule – nur an 2 Tagen im Jahr 2020:
Eigentlich findet im Jahr 2020 nur an zwei Tagen Schule statt. Dies wird hier einmal vorgerechnet:

	Das Schaltjahr 2020 hat 366 Tage, wenn man pro Tag etwa 8 Stunden schläft, kann man schon einmal 366 : 3 = 122 Tage abziehen. Bleiben 244 Tage übrig. Pro Tag hat man etwa 4 Stunden Freizeit, also noch einmal 366 : 6 = 61 Tage abziehen. Bleiben 183 Tage übrig. Samstag und Sonntag findet keine Schule statt, das sind bei 52 Wochen 2 ∙ 52 = 104 Tage. Zieht man diese ab, bleiben 79 Tage übrig. 11 Wochen sind Ferien, also noch einmal  11 ∙ 7 = 77 Tage abziehen. Bleiben genau zwei Tage für Schule übrig.
Wo steckt der Fehler in dieser Rechnung?
	
Schaltjahr  366 Tage
Schlaf     -122 Tage
Freizeit    -61 Tage
Wochenende -104 Tage
Ferien      -77 Tage
____________________

            = 2 Tage


 
Schule – nur an 2 Tagen im Jahr 2020 – Lösung:
Vieles wird mehrfach abgezogen.
Zum Beispiel wird ein Feriensonntag 2,5-mal abgezogen: 1-mal für Sonntag, 1-mal für Ferien, 0,5-mal für Schlafen und Freizeit.
Schülerinnen und Schüler fragen dann gerne: Und wie würde man richtig rechnen?
366 Tage abzüglich Wochenenden (= 2 ∙ 52 = 104 Tage) und abzüglich der Ferien-Werktage (= 11 ∙ 5 = 55 Tage) ergibt 207 Schultage. Feiertage und bewegliche Ferientage werden hier vernachlässigt.
Rechnet man realistischerweise 8 Stunden Schlaf, 4 Stunden Freizeit und 4 Stunden Sonstiges, zusammen also 16 Stunden, bleibt ein Drittel Tag für die (Ganztages-)Schule.
Man erhält also 207 : 3 = 69 Schultage, jetzt aber zu jeweils 24 Stunden (!).


Sieben Ziffern:
Zur Verfügung stehen die sieben Ziffern 1; 2; 3; 4; 5; 6 und 7. Man wählt eine dieser Ziffern aus und subtrahiert und addiert dann im Wechsel die restlichen Ziffern.
Zum Beispiel so: 1 – 3 + 6 – 2 + 5 – 4 + 7 und man erhält als Ergebnis die Zahl 10.
Wie muss man es anstellen, damit man die Zahl 0 erhält?

Sieben Ziffern – Lösung:
Es gibt – bis auf die Vertauschung der „Summanden“ – vier Lösungen
(I) 2 – 1 + 3 – 6 + 4 – 7 + 5 = 0 bzw. jeweils aufsteigend sortiert: 2 + 3 + 4 + 5 – 1 – 6 – 7 = 0
(II) 1 – 2 + 3 – 5 + 4 – 7 + 6 = 0 bzw. jeweils aufsteigend sortiert: 1 + 3 + 4 + 6 – 2 – 5 – 7 = 0
(III) 1 – 3 + 2 – 5 + 4 – 6 + 7 = 0 bzw. jeweils aufsteigend sortiert: 1 + 2 + 4 + 7 – 3 – 5 – 6 = 0
(IV) 1 – 3 + 2 – 4 + 5 – 7 + 6 = 0 bzw. jeweils aufsteigend sortiert: 1 + 2 + 5 + 6 – 3 – 4 – 7 = 0
Man kann zum Beispiel so vorgehen, dass man sich immer nahe bei der 0 „aufhält“:
1 – 3 + 2 = 0; 1 – 3 + 2 – 4 + 5 = 1; 1 – 3 + 2 – 4 + 5 – 7 + 6 = 0 das ist die Lösung (IV).
Man kann zum Beispiel auch von irgendeiner solchen alternierenden Summe ausgehen und diese durch Vertauschung in die richtige Richtung „lenken“.
Geht man aus von 1 – 3 + 6 – 2 + 5 – 4 + 7 = 10 und vertauscht man 6 und 2, 
so erhält man 1 – 3 + 2 – 6 + 5 – 4 + 7 = 2.
Vertauscht man jetzt noch 5 und 4,
so erhält man 1 – 3 + 2 – 6 + 4 – 5 + 7 = 0, das ist die Lösung (III).

Sieben Ziffern – Kommentar:
Bei der gestellten Ausgabe handelt es sich um ein Initialproblem, das sich in vielfältiger Weise zur Variation in unterschiedlichen Schwierigkeitsstufen eignet.
Einige Erkenntnisse:
· 
Bei den betrachteten alternierenden Summen kommt es wegen der Kommutativität nur darauf an, welche drei der sieben Ziffern man subtrahiert.  
Man muss also aus 7 Ziffern 3 auswählen, damit gibt es = 35 verschiedene Summen.
· Wegen des leichteren Überblicks könnte man eine „Normdarstellung“ mit jeweils aufsteigender Sortierung vereinbaren, zuerst die Additionen, dann die Subtraktionen.
Zum Beispiel 1 + 2 + 4 + 7 – 3 – 5 – 6 = 0, siehe oben.
· Es gilt 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28, addiert man zum Beispiel die Zahl 6 nicht, sondern subtrahiert sie, so erhält man 1 + 2 + 3 + 4 + 5 – 6 + 7 = 16, also ein um 2 ∙ 6 = 12 kleineres Ergebnis. Dies gilt offensichtlich allgemein: addiert man zum Beispiel die Zahl a nicht, sondern subtrahiert sie, so erhält man ein um 2∙a kleineres Ergebnis.
· Je nach Wahl der drei Ziffern x, y und z, die subtrahiert werden sollen, erhält man als Ergebnis 28 – 2∙(x+y+z). Für die Ergebnisse kommen also nur gerade Zahlen zwischen – 8 und 16 in Frage.
· Möchte man also das Ergebnis 0 erhalten, so benötigt man drei Ziffern, deren Summe 14 ergibt.  Es gibt vier solche Mengen, deren Elemente die Summe 14 haben, nämlich {1;6;7}, {2;5;7}, {3;4;7} und {3;5;6} und damit eben vier Lösungen, siehe oben.

Sieben Ziffern – Differenzierung:
Hier einige Fragen mit zunehmendem Schwierigkeitsgrad.
· Was ist das größte Ergebnis, das vorkommen kann?
· Was ist das kleinste Ergebnis, das vorkommen kann?
· Wie viele Lösungen gibt es für das Ergebnis 12? 
· Wie viele Lösungen gibt es für das Ergebnis 0?
· Addiert man alle sieben Ziffern, so erhält man 28. Es werden nun aber immer drei der sieben Ziffern nicht addiert, sondern subtrahiert. Wie erhält man das Ergebnis nur mit Hilfe der Zahl 28 und diesen drei Ziffern? Finde die Regel mit Hilfe einiger Beispiele.
· Gibt es eine ungerade Zahl als Ergebnis?
· Warum gibt es keine ungeraden Zahlen als Ergebnis?
· Wie sehen die Ergebnisse aus, wenn man nur die sechs Ziffern von 1 bis 6 verwendet?
[Lösung: Es gilt 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21, werden die drei Ziffern x, y und z subtrahiert, so lautet das Ergebnis 21 – 2∙(x+y+z). 
Als Ergebnisse kommen also nur die ungeraden Zahlen zwischen -9 und 9 vor.
Zum Beispiel gibt es für das Ergebnis 1 die drei folgenden Lösungen, hier in Normdarstellung:
2 + 4 + 5 – 1 – 3 – 6 = 1 und 2 + 3 + 6 – 1 – 4 – 5 = 1 und 1 + 4 + 6 – 2 – 3 – 5 = 1.]


Streichholz umlegen:
Man kann sich die zehn Ziffern von 0 bis 9 aus Streichholzern gelegt denken.
Im Bild unten: ein Streichholz entspricht einer Strecke von einer Kästchenbreite.
[image: ]
Welches Streichholz (nur eines!) muss man umlegen, damit die Gleichung richtig ist?
Das Gleichheitszeichen darf dabei nicht verändert werden.

	a) 
	b) 
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	c) 
	d) 
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	e) 
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Streichholz umlegen – Lösungen:
a) falsch: 3 + 5 = 6, richtig: 3 + 3 = 6
b) falsch: 9 + 5 = 9, richtig: 3 + 6 = 9
c) falsch: 1 + 2 = 8, richtig: 7 + 2 = 9
d) falsch: 9 + 2 = 6, richtig: 8 – 2 = 6

e) falsch: 29 + 47 = 98 – 20, richtig: 23 + 47 = 98 – 28 oder richtig: 29 + 41 = 98 – 28

Streichholz umlegen – Kommentar:
Welche Ziffer kann sich ergeben durch Umlegen eines Streichholzes innerhalb einer Ziffer?
2  3;   3  2;   3  5,   5  3;   6  9;   9  6
Welche Ziffer kann sich ergeben durch Wegnehmen eines Streichholzes innerhalb einer Ziffer?
6  5;   7  1;   8  0;   8  6;   8  9;   9  3;   9  5
Welche Ziffer kann sich ergeben durch Hinzufügen eines Streichholzes innerhalb einer Ziffer?
0  8;   1  7;   3  9;   5  6;   5  9;   6  8;   9  8
Aus einem „+“-Zeichen kann man durch Wegnehmen eines Streichholzes ein „–“-Zeichen machen und umgekehrt.
Man kann leicht solche Streichholz-Umlege-Aufgaben erfinden, indem man 
· zunächst irgendeine richtige Gleichung aufschreibt
· und dabei eine (erste) Ziffer verwendet, bei der sich durch Wegnehmen eines Streichholzes wieder eine Ziffer ergibt (s.o.): 6; 7; 8 oder 9
· und dabei eine (zweite) Ziffer verwendet, bei der sich durch Hinzufügen eines Streichholzes wieder eine Ziffer ergibt (s.o.): 0; 1; 3; 5; 6 oder 9
· schließlich nimmt man von der ersten Ziffer ein Streichholz weg und fügt es bei der zweiten Ziffer dazu
· in aller Regel wird die Gleichung dadurch falsch und die Aufgabe ist fertig.
Beispiel:    richtig: 6 + 4 = 1 + 9; falsch: 5 + 4 = 7 + 9
Man kann natürlich auch einfach in einer richtigen Gleichung in einer der Ziffern 2; 3; 5; 6 oder 9 ein Streichholz umlegen (s.o.).
Das Erfinden solcher Aufgaben ist eine sehr gute Differenzierungsmöglichkeit.
In erster Näherung kann man sagen:
Die Schwierigkeit von solchen Aufgaben steigt mit der Anzahl der verwendeten Ziffern, bei den sich durch Wegnehmen oder Hinzufügen eines Streichholzes wieder eine Ziffer ergibt. 


Streichhölzer wegnehmen:
Fünf Streichhölzer liegen auf dem Tisch. Achim und Bert vereinbaren folgendes Spiel: 
Abwechselnd nimmt jeder ein oder zwei Streichhölzer weg, so wie er möchte. Wer das letzte Streichholz – oder die letzten beiden Streichhölzer – nehmen kann, man könnte auch sagen, „wer den Tisch schließlich abräumen kann“, hat gewonnen. 
Achim beginnt und möchte sicher gewinnen, wie geht er vor?

Streichhölzer wegnehmen – Lösung:
Achim sollte zunächst auf jeden Fall zwei Streichhölzer nehmen. Dann sind noch drei Streichhölzer auf dem Tisch. Wenn nun Bert eines nimmt, dann nimmt Achim die restlichen zwei. Nimmt Bert zwei, dann nimmt Achim das letzte Streichholz.

Streichhölzer wegnehmen – Kommentar:
Man muss die verschiedenen Möglichkeiten durchspielen, es sind ja nicht zu viele.
Beim Durchspielen könnte klar werden: 
Wer drei Hölzer auf dem Tisch sieht und an der Reihe ist, der hat verloren! 
Dasselbe gilt für sechs Hölzer. Nimmt man eines, nimmt der andere zwei und umgekehrt und man hat wieder die drei Hölzer vor sich. Und so weiter …
Die Tabelle zeigt den sicheren Gewinner in Abhängigkeit von der Anzahl der Hölzer zu Beginn des Spiels bei der Voraussetzung, dass Achim jeweils beginnt:

	Anzahl der Hölzer:
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	…

	Wer gewinnt sicher?
	Bert
	Achim
	Achim
	Bert
	Achim
	Achim
	Bert
	Achim
	Achim
	…



Streichhölzer wegnehmen – Differenzierung:
Man kann nicht nur bezüglich der Zahl der anfänglichen Streichhölzer variieren, sondern auch bezüglich der Anzahlen der Streichhölzer, die man nehmen darf. Kann man ein, zwei oder drei Streichhölzer nehmen, so gilt: Wer vier Hölzer auf dem Tisch sieht und an der Reihe ist, der hat verloren! 
Nimmt man eines, nimmt der andere die letzten drei, nimmt man zwei, nimmt der andere die letzten beiden und nimmt man drei, nimmt der andere das letzte Streichholz.
Es ergibt sich der folgende Überblick, wenn Achim jeweils beginnt:

	Anzahl der Hölzer:
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	…

	Wer gewinnt sicher?
	Bert
	Achim
	Achim
	Achim
	Bert
	Achim
	Achim
	Achim
	Bert
	…



Streichhölzer wegnehmen – Exkurs:
In dem Filmklassiker Letztes Jahr in Marienbad (Alain Resnais, 1961) wird wiederholt auf ein anderes Streichholz-Wegnehm-Spiel Bezug genommen. Dies wird hier in leichter Abwandlung beschrieben:

	16 Streichhölzer sind in vier Reihen gelegt, in der obersten Reihe 1 Streichholz, darunter in der zweiten Reihe 3 Streichhölzer, in der dritten Reihe 5 Streichhölzer und in der vierten und untersten Reihe 7 Streichhölzer (Bild rechts).
(Zur Wiederverwendung gekennzeichnet: https://de.m.wikipedia.org/wiki/Datei:NimGame.svg)
Achim und Bert nehmen abwechselnd aus einer Reihe ein oder mehrere Streichhölzer, so viele sie mögen, aber eben nur aus einer der vier Reihen, nicht aus mehreren. Achim beginnt. Wer das letzte Streichholz (bzw. die letzten Streichhölzer) nehmen kann, hat gewonnen.
Charles Leonard Bouton (1869-1922) konnte 1901 zeigen, dass Bert bei geeigneter Spielweise sicher gewinnt.
	[image: ]


Bouton, C. L. (1901): Nim, a game with a complete mathematical theory. 
In: Annals of Mathematics. (2) 3, S. 35–39
Im Folgenden wird die Gewinn-Strategie von Bert erläutert:
Man kann die Anzahlen der Streichhölzer in den vier Reihen zu Beginn mit Hilfe des Dualsystems so beschreiben („Dual-Beschreibung“):

	
	Vierer:
	Zweier:
	Einer:

	
	
	
	

	erste Reihe
	0
	0
	1

	zweite Reihe
	0
	1
	1

	dritte Reihe
	1
	0
	1

	vierte Reihe
	1
	1
	1

	
	
	
	

	Summe:
	2
	2
	4

	Ist die Summe eine gerade Zahl?
	ja
	ja
	ja



Es fällt auf, dass Achim also eine Streichholz-Verteilung vorfindet, bei der alle Spaltensummen in der Dual-Beschreibung gerade Zahlen sind. Wenn Achim nun, wie es die Spielregel verlangt, aus einer Reihe ein oder mehrere Streichhölzer wegnimmt, wird sich bei mindestens einer Spaltensumme offensichtlich immer (!) eine ungerade Zahl ergeben. 
Hier ein Beispiel, Achim nimmt aus der dritten Reihe 2 Hölzer:

	
	Vierer:
	Zweier:
	Einer:

	
	
	
	

	erste Reihe
	0
	0
	1

	zweite Reihe
	0
	1
	1

	dritte Reihe
	0
	1
	1

	vierte Reihe
	1
	1
	1

	
	
	
	

	Summe:
	1
	3
	4

	Ist die Summe eine gerade Zahl?
	nein
	nein
	ja



Bert kann nun immer (!) in einer Reihe so viele Streichhölzer wegnehmen, dass wieder alle Spaltensummen in der Dualbeschreibung gerade Zahlen sind. Dazu geht er die Tabelle bei den Spaltensummen von links nach rechts durch und merkt sich, bei welcher Stufenzahl erstmalig eine ungerade Summe auftritt. Er wählt eine Reihe, bei der zu dieser Stufenzahl eine „1“ eingetragen ist und nimmt aus dieser Reihe so viele Hölzer, dass wieder alle Spaltensummen gerade Zahlen sind. Dass das immer möglich ist, soll an dieser Stelle nicht im Detail begründet werden.
Hier wird das obige Beispiel fortgeführt, Bert nimmt aus der vierten Reihe 6 Hölzer:

	
	Vierer:
	Zweier:
	Einer:

	
	
	
	

	erste Reihe
	0
	0
	1

	zweite Reihe
	0
	1
	1

	dritte Reihe
	0
	1
	1

	vierte Reihe
	0
	0
	1

	
	
	
	

	Summe:
	0
	2
	4

	Ist die Summe eine gerade Zahl?
	ja
	ja
	ja



Das bedeutet folglich insgesamt also, dass Achim Bert immer eine Streichholz-Verteilung vorlegen muss, in der mindestens eine der Spaltensummen in der Dualbeschreibung eine ungerade Zahl ist.
Und dass Bert Achim dann immer eine Streichholz-Konstellation vorlegen kann, in der in der Dualbeschreibung alle Spaltensummen gerade Zahlen sind, zum Schluss eben das abgeräumte Tableau.

	
	Vierer:
	Zweier:
	Einer:

	
	
	
	

	erste Reihe
	0
	0
	0

	zweite Reihe
	0
	0
	0

	dritte Reihe
	0
	0
	0

	vierte Reihe
	0
	0
	0

	
	
	
	

	Summe:
	0
	0
	0

	Ist die Summe eine gerade Zahl?
	ja
	ja
	ja



Bei Schulausflügen, Studienfahrten, Schullandheimaufenthalten usw. kann die Lehrkraft mit diesem „Herrschaftswissen“ die Schüler zum Spiel herausfordern („Wer gegen mich gewinnt bekommt …“ ). 
Übernimmt die informierte Lehrkraft die Rolle von Bert, ist der Sieg sicher. 
Übernimmt die Lehrkraft die Rolle von Achim, ist der Sieg fast sicher. Denn der unerfahrenen Spieler bietet mit hoher Wahrscheinlichkeit dem Strategiespieler die Gelegenheit, ihm – dem unerfahrenen Spieler – eine Streichholz-Verteilung vorzulegen, in der alle Spaltensummen in der Dualbeschreibung gerade Zahlen sind.
Beim häufigen Spielen kann der unerfahrene Spieler aber etwas Erfahrung sammeln bezüglich „überschaubarer“ Streichholz-Verteilungen, die beim Spiel gegen den Strategiespieler zum sicheren Verlust führen. 
Es sind dies zum Beispiel die Verteilungen 2-2 (= zwei Reihen mit je 2 Hölzern), 3-3, 4-4, 5-5, 
1-2-3 (= drei Reihen insgesamt, eine Reihe mit 1 Holz, eine Reihe mit 2 Hölzern und eine Reihe mit 3 Hölzern, die Abfolge der Reihen ist dabei unerheblich), 1-4-5, 2-5-7,
1-1-2-2 (= vier Reihen insgesamt, zwei Reihen mit je einem Holz, zwei Reihen mit je zwei Hölzern, die Abfolge der Reihen ist dabei unerheblich), 1-1-3-3,  1-1-4-4, 1-1-5-5.

Die beschriebene Strategie lässt sich auf Anhieb nicht durchschauen und bietet Anlass, den interessierten Schülerinnen und Schülern das Dualsystem zu erläutern und die Kraft der Mathematik zur Strukturierung und Durchdringung von Sachverhalten exemplarisch zu demonstrieren.
Sie ist offensichtlich auf eine beliebige Anzahl von Reihen und beliebige Anzahlen von Streichhölzern in den Reihen verallgemeinerungsfähig (!).
Leider wissen wir nicht, wie Bouton auf die Idee kam, die „Gewinn-“ bzw. „Verlust-“ Verteilungen mit Hilfe der Dualdarstellung der Hölzeranzahlen in den Reihen und der Gerad- bzw. Ungeradzahligkeit der Spaltensummen zu charakterisieren. Man kennt nur das Ergebnis und sieht, dass die Strategie zum Erfolg führt.


Vier Punkte, sechs Abstände aber nur zwei unterschiedliche:
Man denke sich vier Punkte der Ebene und bilde zu je zweien den Abstand.
Damit hat man sechs Abstandswerte. Die sechs Zahlen können alle voneinander verschieden sein, müssen es aber nicht. 
[image: ]Sind die vier Punkte zum Beispiel die vier Ecken eines Rechtecks mit den Seitenlängen 3 und 4, so treten nur drei unterschiedliche Abstände auf und zwar jeweils doppelt. Es sind dies die Abstände 3; 4 (Seitenlängen) und 5 (Diagonalenlängen), vgl. Bild links. 
Wie können die vier Punkte zueinander liegen, damit nur zwei unterschiedliche Abstandswerte auftreten?
Dass bei vier Punkten nur ein einziger Abstandswert für alle sechs Abstände vorkommt ist, nur für die Lage der Punkte im Raum und beim platonischen Körper Tetraeder möglich.

Vier Punkte, sechs Abstände aber nur zwei unterschiedliche – Lösungen:
Einer der beiden Abstandswerte muss mindestens dreimal vorkommen. Für diesen Abstand gibt es zwei Möglichkeiten: Entweder dieser Abstand tritt bei drei Punkten paarweise auf (Fall 1) oder nicht (Fall 2).
	Zu Fall1:
Die drei Punkte bilden also ein gleichseitiges Dreieck (im Bild: Dreieck ABC). Der vierte Punkt muss auf einer der Mittelsenkrechten dieses Dreiecks liegen, sonst hätte man automatisch drei unterschiedliche Abstände.
Man kann jetzt einen „laufenden Punkt P“ auf der Mittelsenkrechten betrachten und insgesamt vier Lösungen mit den Punkten P1, P2, P3 und P4 erkennen (Bilder rechts und unten).

	[image: ]
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	Lösung 1: „Trichter“
	Lösung 2: „Mittelpunkt“
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	Lösung 3: „Drachen“
	Lösung 4: „Raute“



[image: ]Zu Fall 2:
Wenn die drei Strecken mit übereinstimmendem Abstand von einem Punkt ausgehen, führt dies zwingend zur Lösung 3. Die restlichen Lösungen finden sich also nur unter Beteiligung eines Streckenzuges mit drei gleich langen Strecken (Bild rechts: ABCD). 
Liegen A und D in unterschiedlichen Halbebenen bezüglich der Geraden BC führt dies zwingend zur Lösung 4.
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	Lösung 5: „Quadrat“
	Lösung 6: „Trapez“



Zur Konstruktion (und Existenz) des achsensymmetrischen Trapezes in der Lösung 6:
Wählt man Winkel ACB = Winkel CBD = 36° und Winkel DBA = Winkel DCA = 72° und, so erhält man die Punkte A und D. AD ist parallel zu BC, es liegt also ein (symmetrisches) Trapez vor. 
Damit ist Winkel BAD = Winkel ADC = 180° – 108° = 72°.
Also haben die Dreiecke ABD und ACD je zwei übereinstimmende Winkel von 72° und sind damit gleichschenklig, es gilt also AD = AC = BD.

Vier Punkte, sechs Abstände aber nur zwei unterschiedliche – Kommentar:
Diese Knobelaufgabe ist anspruchsvoll.
Eher nahe liegen die Lösungen Quadrat und auch Mittelpunkt. Schon nicht ganz so nahe liegend ist die Lösung Raute. Die Lösungen Drachen und vor allem Trichter und Trapez sind schwierig.
Eine mögliche Differenzierung liegt bei der Anzahl der gefundenen Lösungen. 
Die vorgestellte Begründung für die Existenz von genau sechs Lösungen und die dabei verwendete Systematik ist für das Hintergrundwissen der Lehrperson gedacht.
Ein möglicher Tipp: Suche unter den sechs symmetrischen Vierecken (Quadrat, Rechteck, Raute, symmetrisches Trapez, Parallelogramm, Drachen) nach Lösungen. Immerhin wird man bei vier der symmetrischen Vierecke fündig. Beim Drachen sogar gleich dreimal, die Lösungen Trichter und Mittelpunkt lassen sich als Drachenvierecke mit „einspringender“ Ecke auffassen.
Dass die Lösung Trapez tatsächlich existiert, muss man nicht problematisieren. 


Man kann die Existenz auch so begründen:
A und D sollen zunächst auf der Geraden BC liegen. Dreht man im Streckenzug ABCD (Bild oben) A um B und D um C gleichermaßen auf einander zu, bis A und D zusammenfallen, so verkürzen sich dabei die Diagonalen BD und CA von zunächst 2∙BC auf 1∙BC und die Verbindungsstrecke AD von 3∙BC auf 0∙BC. Zunächst ist also AD größer als die Diagonalen, dann kleiner. Aufgrund des kontinuierlichen Prozesses muss bei einem Drehmaß α zwischen 0° und 120° Gleichheit vorliegen. 
Die Überlegungen oben zeigen: α = 72°.

 
Vierfarbensatz:
Beim berühmten Vierfarbensatz der Mathematik geht es um das Färben einer Landkarte, so dass Länder, die eine gemeinsame Grenze haben – diese soll nicht nur aus einem Punkt bestehen – unterschiedlich gefärbt sind. 
Die Aussage des Vierfarbensatzes ist nun:
Wie die Landkarte auch immer aussieht, man braucht höchstens vier Farben.

	Bei der Landkarte 1 kommt man sogar mit zwei Farben aus, bei den Landkarten 2 und 3 reichen drei Farben (Skizzen rechts).
Zeichne eine Landkarte, bei der man tatsächlich vier verschiedenen Farben braucht.
	[image: ]
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	 Landkarte 1
	 Landkarte 2
	 Landkarte 3



Vierfarbensatz – Lösung:
	Die Landkarte 4 zeigt eine Lösung. Das Wesentlich an dieser Landkarte ist: 
Jedes der vier Länder grenzt an die anderen drei. Mit drei Farben kommt man deshalb nicht aus.
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	 Landkarte 4



Vierfarbensatz – Kommentar:
	Der Vierfarbensatz besagt nicht, dass man jede schon begonnene Färbung mit höchstens vier Farben abschließen kann, vgl. Landkarte 5a.
Er besagt nur, dass eine Färbung mit vier Farben existiert.
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	 Landkarte 5a
	 Landkarte 5b
	 Landkarte 5c



Wie aber diese finden? Landkarte 5b zeigt, wie man zum Beispiel von außen her beginnend (auf die Wahl des Anfangs kommt es grundsätzlich nicht an) „sparsamer“ vorgehen kann. Man wird erst dann eine neue Farbe verwenden, wenn man mit den bisher verwendeten Farben nicht weiterkommt.
Die Landkarte 5a widerlegt den Vierfarbensatz nicht, Landkarte 5c bestätigt ihn.
Der Beweis des Vierfarbensatzes ist extrem umfangreich, er gelang bisher nur mit Computerhilfe.

Vierfarbensatz – noch eine Aufgabe:
	Färbe die Landkarte 6a mit höchstens 4 Farben.
[Eine Lösung zeigt die Landkarte 6b.]
Die Landkarte 6c kann durch Umfärben eines Landes auch zu einer Lösung geführt werden.
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	 Landkarte 6a
	 Landkarte 6b
	Landkarte 6c




Wichteln:
Die drei Schwestern Alma, Berta und Clara haben letzte Weihnachten gewichtelt – wie jedes Jahr. 
Dazu legte jede ein Geschenk in eine von drei völlig gleich aussehenden Schachteln. Diese wurden so gut gemischt, dass keine hinterher noch wusste, in welcher der drei Schachteln ihr Geschenk war. 
Dann wählte jede eine Schachtel aus. Und siehe da: jede hatte ihr eigenes Geschenk gezogen!
So etwas ist ja nun nicht ganz unmöglich, wird doch aber eher selten vorkommen. 
Alle wie viel Jahre darf man so etwas erwarten?

Wichteln – Lösungen:
Bezeichnet man mit XYZ das Ergebnis 
X erhält das Geschenk von A  und  
Y erhält das Geschenk von B  und  
Z erhält das Geschenk von C
dann gibt es die sechs Möglichkeiten   ABC, ACB, BAC, BCA, CAB und CBA.
Man darf also alle 6 Jahre erwarten, dass jede ihr eigenes Geschenk zieht.

Wichteln – Kommentar:
Es gibt zwei Schwierigkeiten bei dieser Aufgabe:
· Man muss die sechs Fälle mit jeweils gleicher Chance zu erkennen. Eine Unterscheidung nach keiner, einer, zwei und drei Übereinstimmungen ist nicht zielführend, weil nicht chancengleich. Zum Beispiel kann der Fall genau zwei Übereinstimmungen gar nicht vorkommen. 
· Man muss den Sachverhalt geeignet modellieren und notieren.

Wichteln – Differenzierung:
Die Lehrkraft könnte zur Modellierung die Anlage einer Tabelle und anschließenden Betrachtung der unterschiedlichen Fälle anregen:

	
	A
	B
	C

	
	
	
	

	… bekommt das Geschenk von …
	A
	B
	C

	… bekommt das Geschenk von …
	A
	C
	B

	… bekommt das Geschenk von …
	B
	A
	C

	… bekommt das Geschenk von …
	B
	C
	A

	… bekommt das Geschenk von …
	C
	A
	B

	… bekommt das Geschenk von …
	C
	B
	A



Fast zu einfach: zwei Schwestern [es gibt 2! = 2 Möglichkeiten mit gleicher Chance  alle zwei Jahre]
Schon schwieriger: vier Schwestern – ohne systematisches Aufschreiben ist man spätestens hier verloren [es gibt 4! = 24 Möglichkeiten mit gleicher Chance  alle 24 Jahre].
Nebenbei: Wie könnte man ohne das Einschalten einer weiteren Person sinnvoll mischen, so dass keine der Schwestern dann noch weiß, welches ihr Geschenk war?
Zum Beispiel so: Zwei Schwestern verlassen den Raum, die dritte mischt. Dann verlässt diese den Raum und die beiden andern kommen zurück und mischen noch einmal.


	Zahlen in Würfelecken:
Du sollst die Ziffern von 1 bis 8 so auf die acht Ecken des Würfels so verteilen, dass für jede der sechs Seitenflächen die Summe aus den vier Ziffern in den Ecken gleich ist.
	[image: ]


Zahlen in Würfelecken – Lösungen:
Es ist 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 36. Die Summe aus vier Ziffern der Ecken einer Seitenfläche (kurz: Ziffern einer Fläche) muss also 36 : 2 = 18 sein, denn schon mit zwei Seitenflächen hat man ja alle acht Zahlen beieinander.
Welche Ziffernkombinationen können auf einer Fläche stehen, ergeben also die Summe 18?
· (1; 2; 7; 8), auf der anderen Fläche steht dann (3; 4; 5; 6)
· (1; 3; 6; 8), auf der anderen Fläche steht dann (2; 4; 5; 7)
· [image: ](1; 4; 5; 8), auf der anderen Fläche steht dann (2; 3; 6; 7)
· (1; 4; 6; 7), auf der anderen Fläche steht dann (2; 3; 5; 8) 
Man trägt zunächst – ohne Beschränkung der Allgemeinheit – auf der Ecke vorne links unten die Ziffer 1 ein. Bei den Ziffernkombinationen, die die Ziffer 1 enthalten, treten die Ziffern 2; 3 und 5 nur in einer der vier Kombinationen auf. Das bedeutet, die Ziffern 2; 3 und 5 können nicht an „benachbarten“ Ecken der 1 stehen, weil sie sonst zusammen mit der Ziffer 1 in zwei Flächen vorkämen.
Man erhält alle Lösungen, indem man eine Lösung (zum Beispiel: Bild rechts) an den Symmetrieachsen des Würfels spiegelt oder zueinander parallele Kanten, deren beide Endpunkte Ziffern mit derselben Summe tragen, vertauscht.

Zahlen in Würfelecken – Kommentar:
Das Auffinden einer der Lösungen genügt. Beim Probieren kann man auf die Erkenntnis mit der Summe 18 stoßen. Wenn nicht, sollte die Lehrkraft nach einiger Zeit einen geeigneten Hinweis geben.



[image: ]Zaubertrick für junge Schokoladenfreunde und das Jahr 2020:
· Wie oft würdest du in der Woche gerne Schokolade essen?
· Multipliziere diese Zahl mit 2.
· Addiere zum Ergebnis 5.
· Multipliziere das Ergebnis mit 50.
· Wenn du dieses Jahr schon Geburtstag hattest, dann addiere 1770.
· Wenn du dieses Jahr noch nicht Geburtstag hattest, dann addiere 1769.
· Subtrahiere zum Schluss dein Geburtsjahr.
Jetzt hast du eine dreistellige Zahl. Simsalabim: Die erste Ziffer gibt an, wie oft du in der Woche gerne Schokolade essen würdest, die anderen beiden Ziffern sagen, wie alt du bist.
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichnet: 
https://pixabay.com/de/vectors/hase-h%C3%A4schen-magier-zauberer-hexe-2040912/)

Zaubertrick für junge Schokoladenfreunde und das Jahr 2020 – Lösung:
Wir gehen zunächst davon aus, dass du im laufenden Jahr 2020 schon Geburtstag hattest.
Bezeichnet man die auf die erste Frage genannte Anzahl mit x, so erhältst du durch die angegebene Rechnung ohne die Subtraktion zum Schluss:  (x∙2 + 5)∙50 + 1770 = 100∙x + 2020.
Subtrahierst du nun dein Geburtsjahr, so erhältst du 100∙x plus dein momentanes Alter als Ergebnis. Dein Alter ist eine ein- oder zweistellige Zahl, wenn du noch nicht 100 Jahre oder älter bist. 
Da es keinen Übertrag gibt, ist die Hunderterziffer gleich x und die beiden anderen Ziffern (um genau zu sein: die aus den beiden letzten Ziffern gebildete zweistellige Zahl) geben dein Alter an.
Wenn du im laufenden Jahr 2020 noch nicht Geburtstag hattest, funktioniert das genau so, weil nicht 1770, sondern 1 weniger, nämlich 1769 subtrahiert wird.
Beispiel 1: Heute ist der 1.9.2020, dein Geburtsdatum ist der 2.8.2007. Du würdest gerne 3mal pro Woche Schokolade essen.
3 ∙ 2 = 6; 6 + 5 = 11; 11 ∙ 50 = 550; 550 + 1770 = 2320; 2320 – 2007 = 313 
 3mal pro Woche würdest du gerne Schokolade essen, heute bist du 13 Jahre alt.
Beispiel 2: Heute ist der 1.9.2020, dein Geburtsdatum ist der 3.10.2005. Du würdest gerne 2mal pro Woche Schokolade essen.
2 ∙ 2 = 4; 4 + 5 = 9; 9 ∙ 50 = 450; 450 + 1769 = 2219; 2219 – 2005 = 214 
 2mal pro Woche würdest du gerne Schokolade essen, heute bist du 14 Jahre alt.

Zaubertrick für junge Schokoladenfreunde und das Jahr 2020 – Kommentar:
Dieser Trick funktioniert nur für Personen unter 100 (so genannte „Uhus“), sonst gibt es einen Übertrag auf die Hunderterstelle und die beiden Zahlen (Schokoladen-Events pro Woche und Alter) werden „vermischt“.
Er ist eigentlich nur für Schokoladenfreunde gedacht, für x = 0 müsste man sich beim dann zweistelligen Ergebnis die 0 als Hunderterziffer dazu denken.
Für das Jahr 2021 müsste man dann 1771 bzw. 1770 addieren usw.
Wichtig beim Vorführen des Tricks:
· Darauf hinweisen, dass immer mit dem vorigen Ergebnis weitergerechnet werden muss.
· Zum Ausschluss von Rechenfehlern können Schülerinnen und Schüler zum Beispiel immer zu zweit mit dem Taschenrechner oder schriftlich rechnen und sich gegenseitig kontrollieren. Wenn man sich verrechnet, verpufft der Effekt des Tricks !


Zylinder:
Ein Zylinder soll durch ebene Schnitte in acht gleiche Teile geteilt werden. Man soll mit möglichst wenigen Schnitten auskommen. Wie viele braucht man?
[image: ]
Zylinder – Lösung:
Wenn man an eine Torte und Achtel-Stücke denkt, braucht man vier Schnitte.
Wenn man sich allerdings gedanklich von der Torte verabschiedet und einem Zylinder aus homogenem Material zuwendet, reichen drei Schnitte:
[bookmark: _GoBack]Man schneidet den Zylinder zunächst auf halber Höhe durch und setzt dann zwei zueinander senkrechten Schnitte durch die Rotationsachse des Zylinders. 
Bei einer Schwarzwälder-Kirschtorte wären diese acht Stücke aber nicht untereinander gleich .

Zylinder – Kommentar:
Hier zunächst ein Exkurs zur Umkehraufgabe in verallgemeinerter Form.
Es sei Ls die Anzahl der Längsschnitte durch die Rotationsache des Zylinders. Für Ls > 1 schließen benachbarte Schnitte jeweils einen Winkel von 180° : Ls ein.
Es sei Qs die Anzahl der Querschnitte senkrecht zur Rotationsachse des Zylinders. Für Qs = 1 wird der Schnitt auf halber Höhe angesetzt. Für Qs > 1 teilen die Schnitte die Zylinderhöhe in Zylinderhöhe : (Qs + 1) gleiche Teile.
Frage: Es ist eine bestimmte Anzahl von Schnitten, dabei mindestens ein Längsschnitt, vorgegeben. Wie viele Teile erhält man höchstens? 
Die Gesamtzahl der Schnitte sei n. Es ist n = Ls + Qs. 
Für die Anzahl A der gleichen Stücke gilt in Abhängigkeit von Ls und Qs: A(Ls,Qs) = 2∙Ls ∙ (Qs + 1).

Begründung: Nach Ls Längsschnitte (Ls1) hat man 2∙Ls Teile. Für Qs Querschnitte erhält man das (Qs+1)-Fache an Teilen. Für die umgekehrte Reihenfolge argumentiert man entsprechend.
Für beliebiges (aber festes) n erhält man: An(Ls) = (n + 1 – Ls) ∙ 2∙Ls = 2∙(n + 1)∙Ls – 2∙Ls2.
Der Graph von An ist (bei vorübergehender kontinuierlicher Sicht für die Variable Ls, die ja nur natürliche Zahlen annehmen kann) eine nach unten geöffnete Parabel, die Nullstellen von An sind 0 und n+1.
Für ungerade n ist 0,5∙(n+1) ganzzahlig, das Maximum von An liegt daher an der Stelle 0,5∙(n+1) und lautet 0,5∙(n+1)2.
Für gerades n ist 0,5∙(n+1) nicht ganzzahlig, das Maximum wird daher an den beiden benachbarten ganzzahligen Stellen 0,5∙n und 0,5∙n+1 angenommen und lautet übereinstimmend 0,5∙n2+n.
Hier einige Zahlenbeispiele, die man sich begleitend gedanklich am Zylinder vorstellen kann:
n = 2 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙22+2 = 4 Teile und zwar mit entweder 
mit 0,5∙2 = 1 Längsschnitt und dann 2–1 = 1 Querschnitt oder 
mit 0,5∙2+1 = 2 Längsschnitten und 2–2 = 0 Querschnitten.
n = 3 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙(3+1)2 = 8 Teile und zwar 
mit 0,5∙(3+1)= 2 Längsschnitten und 3–2 = 1 Querschnitt.
n = 4 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙42+4 = 12 Teile und zwar mit entweder 
mit 0,5∙4 = 2 Längsschnitten und dann 4–2 = 2 Querschnitten oder 
mit 0,5∙4+1 = 3 Längsschnitten und 4–3 = 1 Querschnitt.
n = 5 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙(5+1)2 = 18 Teile und zwar 
mit 0,5∙(5+1)= 3 Längsschnitten und 5–3 = 2 Querschnitten.
n = 6 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙62+6 = 24 Teile und zwar mit entweder 
mit 0,5∙6 = 3 Längsschnitten und dann 6–3 = 3 Querschnitten oder 
mit 0,5∙6+1 = 4 Längsschnitten und 6–4 = 2 Querschnitten.
n = 7 (Schnitte): Man erhält höchstens 0,5∙(7+1)2 = 32 Teile und zwar 
mit 0,5∙(7+1)= 4 Längsschnitten und 7–4 = 3 Querschnitten.

Es soll nun eine bestimmte Anzahl A von gleichen Teilen erzeugt werden. Wie viele Schnitte n braucht man mindestens? Dies ist eine Verallgemeinerung des Ausgangsproblems.
Hier hilft die oben entwickelte „Formel“ A(Ls,Qs) = 2 ∙ Ls ∙ (Qs + 1) weiter.
Möchte man zum Beispiel 20 Teile erzeugen, so zerlegt man 20 in Primfaktoren und  betrachtet die unterschiedlichen Möglichkeiten für das Produkt 2 ∙ Ls ∙ (Qs + 1) mit den natürlichen Zahlen Ls und Qs+1:
[image: ]Es ist 40 = 2 ∙ 2 ∙ 5 und liefert damit die Zerlegungen
2 ∙ 1 ∙ 10 mit Ls = 1 und Qs+1 = 10, also Qs = 9, insgesamt also 10 Schnitte
2 ∙ 2 ∙ 5 mit Ls = 2 und Qs+1 = 5, also Qs = 4, insgesamt also 6 Schnitte (Bild rechts) 
2 ∙ 5 ∙ 2 mit Ls = 5 und Qs+1 = 2, also Qs = 1, insgesamt also 6 Schnitte
2 ∙ 10 ∙ 1 mit Ls = 10 und Qs+1 = 1, also Qs = 0, insgesamt also 10 Schnitte
Ohne die Verwendung eines Längsschnitts (Ls = 0) gilt offensichtlich A(Qs) = Qs + 1.
Für 20 Teile würde man also 19 Querschnitte benötigen.

Nach diesem Exkurs zum mathematischen Überbau sind hier weitere mögliche Fragen für Schülerinnen und Schüler aufgelistet.
· Wie viele Schnittmöglichkeiten gibt es, bei denen sich 20 gleiche Teile ergeben? 
Wie viele Schnitte braucht man für 20 gleiche Teile mindestens?
· Kann man jede beliebige Anzahl von gleichen Teilen bekommen?
· Kann man jede beliebige Anzahl von gleichen Teilen bekommen, wenn man mindestens einen Längsschnitt macht?
· Man macht 9 Längsschnitte und 4 Querschnitte. Wie kann man die Anzahl der gleichen Teile mit Hilfe der beiden Zahlen 9 und 4 berechnen?
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