

Mkid 7-19   Sterne

								
Sachanalyse

	Möchte man einen Stern zeichnen, kann man – vgl. Abb. 1 – zum Beispiel n = 10 Punkte auf einem Kreis auswählen, den Streckenzug etwa bei P1 beginnen und dann über P2, P3 usw. fortführen, nämlich jeweils k = 3 Punkte gegen den Uhrzeigersinn „weiter“.
Wir nehmen erfreut zur Kenntnis, dass wir beim Erreichen des Startpunktes P1 vorher bei allen anderen Punkten P2 bis P10 genau einmal „vorbei“ gekommen sind.

	
Abb. 1: Stern mit n = 10 und k = 3



Für k = 1 geht man zum jeweils nächsten Punkt weiter und erhält ein regelmäßiges 10-Eck (Abb. 2).
Für k = 2 geht man zum jeweils übernächsten Punkt weiter, erhält dann aber zunächst nur ein 5-Eck erhalten, da man „zu früh“ zu Startpunkt zurückkehrt. Setzt man bei einem der noch übrigen Punkte neu an, so erhält man ein weiteres Fünfeck und insgesamt auch einen Stern (Abb. 3).
Für k = 4 geht man jeweils 4 Punkte weiter und erhält zunächst nur einen Stern mit 5 Spitzen. Setzt man bei einem der noch übrigen Punkte neu an, so erhält man insgesamt einen Stern, der aus zwei Sternen mit 5 Spitzen besteht (Abb. 4).
Für k = 5 muss man insgesamt fünfmal ansetzen (Abb. 5).
Für den Fall k = 6 beobachtet man, dass das Weitergehen um 6 Punkte gegen den Uhrzeigersinn einem Weitergehen um 4 Punkte mit dem Uhrzeigersinn entspricht und umgekehrt. Es ergibt sich dieselbe Figur wie für k = 4 (Abb. 4).

	
	
	
	

	Abb. 2: 10-1-Stern
	Abb. 3: 10-2-Stern
	Abb. 4: 10-4-Stern
	Abb. 5: 10-5-Stern



[bookmark: _GoBack]Allgemein nennen wir Figuren, die auf diese beschriebene Weise entstehen, n-k-Sterne. Die regelmäßige Lage der Punkte auf dem Kreis ist dabei nicht Voraussetzung, als Vorgabe würde sogar ein beliebiges konvexes n-Eck ohne Umkreis genügen.
n-k-Sterne kann man zur Erreichung aller Punkte entweder zeichnen ohne den Stift absetzen zu müssen, wir nennen solche Sterne charmant  (Beispiele: 10-3-Stern und 10-1-Stern, vgl. Abb. 1 und 3) oder man muss mehrfach ansetzen und sie bestehen aus mehreren Teilen (Beispiele: 10-2-Stern, 10-4-Stern und 10-5-Stern, vgl. Abb. 3 bis 5). In beiden Fällen erreicht man alle Punkte genau einmal.

Diese Überlegungen für den Fall n = 10 führen – ohne eine weitere allgemein ausgeführte Begründung – zum folgenden

	Satz 1: Es sei g der größte gemeinsame Teiler von n und k (0 < k < n).
· n-k-Sterne sind genau dann charmant, wenn g = 1 ist. 
· n-k-Sterne bestehen für g > 1 aus g charmanten (n:g)-(k:g)-Sternen.
· n-k-Sterne und n-(n–k)-Sterne stimmen überein.




Bevor wir uns dem zweiten Thema Winkel in Sternen zuwenden, sollen zwei Methoden zur Feststellung von Winkelsummen – hier am einfachen Beispiel der Winkelsumme im Dreieck – erläutert werden.

	Bleistift-Methode: Gegeben ist ein beliebiges Dreieck ABC, vgl. Abb. 6. Man denke sich einen Bleistift auf die Strecke AB gelegt die Spitze bei B (durchgezogener Pfeil, zur Unterscheidung werden die Pfeile etwas neben die zugehörigen Strecken gezeichnet). Der Bleistift wird mit dem Uhrzeigersinn um seine Spitze gedreht, bis er auf der Strecke BC liegt, er überstreicht dabei den Innenwinkel bei B (neue Lage: gestrichelter Pfeil). Das Ende des Bleistifts wird jetzt auf C verschoben und dann wird der Bleistift um sein Ende mit dem Uhrzeigersinn gedreht bis zur Lage auf der Strecke AC (neue Lage: fein gestrichelter Pfeil), er überstreicht dabei den Innenwinkel bei C usw. (Endlage: gepunkteter Pfeil).
	
Abb. 6: Illustration der Bleistift-Methode


Durch die dreimalige Drehung hat der Bleistift „die drei Innenwinkel aufsummiert“, der Vergleich von Anfangs- und Endlage liefert die Winkelsumme von 180°.

	Spaziergänger-Methode: Gegeben ist ein beliebiges Dreieck ABC, vgl. Abb. 7. Ein Spaziergänger startet in A und bewegt sich in Richtung B. In B dreht er sich gegen den Uhrzeigersinn und geht weiter in Richtung C usw.
Zum Schluss ist er wieder in A und blickt in Richtung B. 
Durch die dreimalige Drehung hat der Spaziergänger „die drei Außenwinkel aufsummiert“. Der Vergleich der Blickrichtungen zu Beginn und zum Schluss liefert die Winkelsumme der Außenwinkel von 360°.
	
Abb. 7: Illustration der Spaziergänger-Methode


Außenwinkel und Innenwinkel ergeben zusammen immer einen gestreckten Winkel von 180°, hier gibt es 3 Stück davon. Also bleibt für die Innenwinkelsumme: 3 · 180° – 360° = 180°.

Satz 2: Ein charmanter n-k-Stern (k < n/2) hat in seinen Spitzen die Winkelsumme (n – 2·k) · 180°

	Beweis mit der Spaziergänger-Methode:
Für charmante n-k-Sterne mit k < n/2 ist die Anzahl k der Punkte, die man bis zum nächsten Sternpunkt jeweils weiterrückt, auch die Anzahl der Umdrehungen, die der Spaziergänger insgesamt vollzieht (am Beispiel der Abb. 8 sind es k = 3). 
Also gilt: Summe aller Außenwinkel = k · 360° = 2· k · 180°.
Die Summe aller Außen- und Innenwinkel zusammen ist = n · 180°.
Damit bleibt für die Summe aller Innenwinkel die Differenz, nämlich (n – 2·k) · 180°.

Bemerkung: Für k = n/2 ist die Winkelsumme offensichtlich 0 (vgl. Abb. 5). Für alle anderen Sterne kann man die Winkelsumme mit Hilfe von Satz 1 bestimmen.

Ein Hinweis: Den Satz kann man an der Abb. 8 mit der Bleistift-Methode bestätigen. Man muss sich dabei die Anzahl der Volldrehungen merken , hier sind es zwei.
	
Abb. 8: ein unregelmäßiger 10-3-Stern



Literatur:    Haag, W.: Wege zu geometrischen Sätzen. Klett Stuttgart 2003, S. 8ff
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Mathe kann ich doch!




