Mkid 6-30   Quadratzahlen								


Sachanalyse

Eine natürliche Zahle n sei hier eine Zahl aus {1; 2; 3; …}. Im Folgenden sind einige Erkenntnisse zu den Quadratzahlen n2 dargelegt, die in der vorliegenden Stunde geeignet thematisiert werden.

1. Summe ungerader Zahlen:  


Für alle n gilt: . 

In Worten: n2 ist die Summe der ersten n ungeraden Zahlen. Beispiel: 42 = 1 + 3 + 5 + 7.

Beweis: durch vollständige Induktion unter Verwendung der Umformung  (n+1)2 = n2 + 2n + 1.


2. Vier-Quadratzahlen-Satz von LAGRANGE

Jede natürliche Zahl kann als Summe von höchstens vier Quadratzahlen geschrieben werden.

Ohne Beweis, dafür mit einem Beispiel: 111 = 100 + 9 + 1 + 1 = 102 + 32 +12 +12


3. Pythagoreische Tripel

Ein Tripel (x; y; z) natürlicher Zahlen x, y und z heißt pythagoreisches Tripel wenn gilt: x2 + y2 = z2. 
Nach  der Umkehrung des Satzes von PYTHAGORAS ist ein Dreieck mit den Seitenlängen x, y und z eines pythagoreischen Tripels rechtwinklig. Es gilt[footnoteRef:1]:  [1:  Dies war schon vor mehr als 2000 Jahren bekannt, vgl. Euklid: Die Elemente: Buch I –XIII. Nach Heibergs Text aus dem Griechischen übersetzt und herausgegeben von Clemens Thaer. Wissenschaftliche Buchgesellschaft Darmstadt 19807; Zehntes Buch (§ 28a); S. 232f] 


Für natürliche u und v mit u > v erhält man mit x = u2 – v2; y = 2uv; z = u2 + v2 ein pythagoreisches Tripel.

Beweis: Zu zeigen ist, dass gilt (u2 – v2)2 + (2uv)2 = (u2 + v2)2. 
Dies gelingt mithilfe der Binomischen Formeln: u4 – 2u2v2 + v4 + 4u2v2 =  u4 + 2u2v2 + v4 = (u2 + v2)2.

Offensichtlich gilt: 
· Ist (x, y, z) ein pythagoreisches Tripel, so ist auch (y, x, z) ein pythagoreisches Tripel.
· [bookmark: _GoBack]Ist (x, y, z) ein pythagoreisches Tripel, so kann man mit (n·x, n·y, n·z) weitere davon „ableiten“. Beispiel: Mit (3; 4; 5) sind auch (6; 8; 10), (9; 12; 15) usw. pythagoreische Tripel. 
Mit obigem Satz erhält man alle nicht abgeleiteten (= teilerfremden) pythagoreischen Tripel, aber nur einen Teil der abgeleiteten. Z.B. erhält man das abgeleitete Tripel (9; 12; 15) nicht.
Die weitere zugehörige Theorie soll hier nicht entfaltet werden.

Beispiele:

	u =
	2
	3
	3
	4
	4
	4

	v =
	1
	1
	2
	1
	2
	3

	Pythagoreisches Tripel:
	(3; 4; 5) 
	(8; 6; 10)
	(5; 12; 13)
	(15; 8; 17)
	(12; 16; 20)
	(7; 24; 25)



Sortierte teilerfremde pythagoreische Tripel bis 152 gibt es nur zwei: (3; 4; 5) und (5; 12; 13).
4. Pythagoreische Quadrupel

Ein Quadrupel (x; y; z; w) natürlicher Zahlen x, y, z und w heißt pythagoreisches Quadrupel wenn gilt: 
x2 + y2 + z2 = w2. Man benötigt sie z.B., wenn man nach Quadern mit ganzzahligen Abmessungen und  ganzzahliger Länge der Raumdiagonalen sucht.

Hier die neun teilerfremden pythagoreischen Quadrupel sortiert in Gleichungsform und ihre fünf Ableitungen bis 152:
	12 + 22 + 22 = 32
	12 + 42 + 82 = 92
	
	
	

	22 + 32 + 62 = 72
	22 + 42 + 42 = 62
	22 + 52 + 142 = 152
	22 + 62 + 92 = 112
	22 + 102 + 112 = 152

	32 + 42 + 122 = 132
	32 + 62 + 62 = 92
	
	
	

	42 + 42 + 72 = 92      
	42 + 62 + 122 = 142  
	42 + 82 + 82 = 122
	
	

	52 + 102 + 102 = 152
	
	
	
	

	62 + 62 + 72 = 112
	
	
	
	




5. Anzahl der Quadrate in einem NxN-Quadrat[footnoteRef:2] [2:  Verkürzende Schreibweise: Gemeint ist ein NxN-Quadrat-Gitter.
] 


In einem NxN-Quadrat gibt es N2 + (N-1)2 + … + 22 + 12 Quadrate. 

Beispiel: In einem 4x4-Quadrat (vgl. Abbildung rechts) gibt es
42 (1x1-Quadrate) + 32 (2x2-Quadrate) + 22 (3x3-Quadrate) + 
12  (1x1-Quadrate) = 30 Quadrate.

Beweis: durch vollständige Induktion.

Induktionsverankerung: Die Behauptung ist offensichtlich richtig für N = 1.

Induktionsannahme: Sie sei richtig für N.

Induktionsschluss: Zeige, dass sie dann auch für N+1 richtig ist.
Es gilt: 

Anzahl der 1x1-Quadrate im NxN-Quadrat = Anzahl der 2x2-Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat
Anzahl der 2x2-Quadrate im NxN-Quadrat = Anzahl der 3x3-Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat 
(vgl. Abbildung unten für N = 3)    …
Anzahl der KxK-Quadrate im NxN-Quadrat = Anzahl der (K+1)x(K+1)-Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat
                                                            … 
Anzahl der NxN-Quadrate im NxN-Quadrat = Anzahl der (N+1)x(N+1)-Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat

Insgesamt gilt:  
Anzahl aller Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat = 
Anzahl aller Quadrate im NxN-Quadrat + Anzahl der 1x1-Quadrate im (N+1)x(N+1)-Quadrat =
N2 + (N-1)2 + … + 22 + 12 + (N+1)2    ▪
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Mathe kann ich doch!




